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Reprezentacja powierzchni

Parametryczne przedstawienie powierzchni

S(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

x,y,z — ciagte funkcje zmiennej (u, v) € D. Najczesciej D to
prostokat
UpSusu, VWSVIV

(u, v) — wspotrzedne krzywoliniowe punktu powierzchni
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Reprezentacja powierzchni

Po ustaleniu jednej lub drugiej zmiennej (u, v) dostajemy
przedstawienia krzywych lezacych na powierzchni S(u, v), a
mianowicie

o dla v =V — linia wspétrzednej u
Q(u) = S(u, V) = (x(u, ¥), y(u, v), z(u, 7))

e dla u = & — linia wspétrzednej v

Q(V) - S(Flv V) - (X(f], V)uY(av V),Z(fl, V))
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Reprezentacja powierzchni

o Wektor styczny do krzywej Q(u)

0S8 [ 0x(u, V) Oy(u,7) 0z(u,?)
ou du ~ Ou ' du

o Wektor styczny do krzywej Q(v)

0S8 [ 0x(b,v) 9y(a,v) 0z(d,v)
ov v 7 ov T v

@ Wektor normalny

N 95,05
 Ou " v
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Obiekty graficzne — helikoida

Helikoida — powierzchnia utworzona przez proste prostopadte do
osi Oy przecinajace linie Srubowa.

Wspétrzedne krzywoliniowe (u, v) dowolnego punktu P tej
powierzchni:

@ u — wartos$¢ parametru okreslajacego punkt linii Srubowej,
przez ktéry przechodzi prosta prostopadta do osi Oy
zawierajaca punkt P

@ v — warto$¢ drugiego parametru, okreslajacego potozenie
punktu P na tej prostej. (rys. 2).

Przedstawienie helikoidy ma wtedy postaé:

S(u,v) = (vcosu, hu,vsinu)
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Obiekty graficzne — helikoida

Rys. 2: Helikoida
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Obiekty graficzne — helikoida

Dla ustalonego v = ¥ linia wspétrzednej u jest linig srubowa o
promieniu ¥, a przy u = ii liniag wspé6trzednej v jest prosta o
przedstawieniu parametrycznym v cos ii, h @i, v sin &7). Zatem wektory
styczne

oS

— = (—Vsinu, h, ¥ cosu), — = (cos i1,0,sin 1)

ou ov

i wektor normalny

n = (hsinl, ¥, —hcos 1)
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Przedstawienie parametryczne powierzchni
Niech

S(u) = ZP; Fi(u), w<u<uwu
i=0

F; — funkcje bazowe.

Niech kazdy ze wspétczynnikéw — punktéw P; — porusza sie po
pewnej krzywej P;(v) i niech kazda z tych krzywych
(i=0,1,...,n) mozna opisa¢ w bazie funkcji G;

Pi(v)=> PijG(v), w<v<wu
j=0
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Przedstawienie parametryczne powierzchni

Mamy zatem
S(u,v) = Pij Gi(v)Fi(u)
i=0 j=0

lloczyny Gj(v)Fi(u) — funkcje bazowe. Specyfikujac funkcje F;, G;
otrzymujemy rézne rodzaje powierzchni.
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S(u,v) =YY PijB(q)Bf(r)

i=0 j=0

B", B} - wielomiany Bernsteina odpowiednio stopnia m i n,

n

B(u) = ( )(1 —u)"iy, welo,1]

i
P;i j — punkty kontrolne (lub punkty Béziera powierzchni. Ich
naturalne uporzadkowanie ilustruje rys. 3, a przyktad fragmentu
powierzchni Béziera jest pokazany na rys. 4. Na ogét jedynie
narozne punkty Poo, Po.m, Pno i Pnm leza na powierzchni.
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Powierzchnie Béziera

3‘7\{>"47 Paz

Rys. 3: Uporzadkowanie punktéw kontrolnych
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Obiekty graficzne

Powierzchnie Béziera

Rys. 4: Ptat powierzchni Béziera
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Whasciwosci powierzchni Béziera

o Brzegi ptata powierzchni Béziera sa krzywymi Béziera
okreslonymi przez odpowiednie brzegowe punkty kontrolne
tego pfata.

o Caty ptat powierzchni Béziera lezy w powtoce wypukte;
punktéw P; ;. Wartosci pochodnych czastkowych, czyli wektory
styczne do linii wspétrzednych u lub v, na brzegu ptata zaleza
tylko od dwéch brzegowych wierszy (lub kolumn) punktéw
kontrolnych.

@ Punkty powierzchni Béziera mozna wyznaczy¢ stosujac
wielokrotnie algorytm de Casteljau do odpowiednich krzywych.
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Powierzchnie Béziera dla dziedziny tréjkatnej

Porcje powierzchni Béziera moga by¢ okreslone w przestrzeni uv nie
tylko na prostokatach, lecz takze na tréjkatach.

Niech T bedzie tréjkatem w ptaszczyznie uv. Dowolny punkt

P € T mozna wyrazi¢ jednoznacznie jako kombinacje liniowa
wierzchotkéw tego tréjkata

P=rA+sB+tC

Wspotczynniki r, s, t nosza nazwe wspdtrzednych barycentrycznych
punktu P, s3 nieujemne i w sumie daja 1.
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Powierzchnie Béziera dla dziedziny tréjkatnej
Trojkatny ptat powierzchni Béziera dla (u,v) € T definiuje sie
nastepujaco:

S(u,v) = > P; kBl k(r,s, t)
i+j+k=n,ij,k>=0

gdzie P; j , — dane punkty kontrolne, BI.’ijk — wielomiany Bernsteina

w postaci
I

i ok
—r'dt
iljrk!

B,f:j’k(r,s, t) =
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Powierzchnie Béziera dla dziedziny tréjkatnej

Pa 3o
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Powierzchnie Béziera dla dziedziny tréjkatnej

IS5t 2= == brst ——-3r28

SN NN

th-— - Jrt 2= == 3r2t ——-r?
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Algorytm de Casteljau wyznaczania punktéw t
powierzchni Béziera

Oblicz wspétrzedne barycentryczne (r, s, t) punktu (u, v), rozwiazujac uktad 3 réwnan

liniowych
rA+sB+tC=u,v]
r+s+t=1

dla wszystkich 7, /, k > 0, takich ze i + j + k = n podstaw

Pl,_j k — P’.;jvk

dla/=1,2,...,n
dla wszystkich i, j, k > 0 takich, ze i +j + k = n— 1, oblicz

7.]

/ _ /-1
P k=T PI+1,J k +s Pl,j+1 k +t PI,J k+1
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Powierzchnie Béziera dla dziedziny

Rézne tréjkatne porcje powierzchni Béziera mozna taczyé. Dla ciggtosci sklejenia
wystarcza pokrywanie sie odpowiednich brzegowych punktéw kontrolnych. Dla
regularnosci klasy C! potrzeba, by majace wspéine boki brzegowe pary tréjkatéw
utworzonych przez punkty kontrolne byty wspétptaszczyznowe (na rys. 7 s3 one
zakreskowane).

Rys. 7: Warunki regularnosci faczenia tréjkatnych porcji powierzchni Béziera
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Powierzchnie B-sklejane

Powierzchnie B-sklejane reprezentuje iloczyn

V)= PuM(v)Nf(u)

i=0 j=0

P;j — dane punkty kontrolne (punkty de Boora),
/\/IJ!(V), N¥(u) — B-sklejane funkcje bazowe stopnia odpowiednio / i

k

0 dla pozostatych t

No(t) _ {1 dla t € [t;, tiy1]

N(t) = 7_/\/1 () + ’“*71_/\/#11( t), dlaj >0
tl+j ti tl+j+1 t/—i—l
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Whasciwosci powierzchni B-sklejanych

@ Powierzchnia B-sklejana lezy w powtoce wypuktej swoich
punktéw kontrolnych.

@ Linie v = ¥ s3 krzywymi B-sklejanymi okreslonymi przez
punkty de Boora réwne

i analogicznie dla linii u = &i. W szczegélnosci brzegi ptata
powierzchni s3 krzywymi B-sklejanymi generowanymi przez
odpowiednie brzegowe punkty kontrolne pfata.
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Wiasciwosci powierzchni B-sklejanych
e Wptyw punktéw de Boora na ksztatt powierzchni jest lokalny.
Zmiana jednego punktu P;; powoduje zmiane fragmentu
powierzchni S(u, v) ograniczonego do prostokata
uip < u < Uigpq1, Vi < Vv < vjpgpq. Odwrotnie, fragment
(u,v) € [uj, uiy1] zalezy tylko od punktéw kontrolnych
Pi—k,j—h soog P,"J'.
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Rys. 8: Powierzchnia B-sklejana z krotnym weztem dla jednej zmiennej
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Rys. 9: Powierzchnia B-sklejana interpolujaca dany punkt dzieki maksymalnemu
ukrotnieniu odpowiednich weztéw
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Powierzchnie Coonsa

Coons w 1967 r. zaproponowat metode interpolacji powierzchni.
Zaktada sie, ze dane s3 cztery odpowiednio przecinajace sie krzywe,
definiujace brzeg ptata powierzchni.

Niech parametryzacja porcji S(u, v) bedzie znormalizowana do
kwadratu jednostkowego

Te krzywe brzegowe mozna przedstawi¢ jako

S(0,v), S(1,v), S(u,0), S(u,1)
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S{u,l)

S0 v)
S(1v)
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Powierzchnie Coonsa

Ptat powierzchni Coonsa buduje sie interpolujac liniowo jej
przeciwlegte brzegi. taczac odcinkami punkty krzywych S(0, v) i
S(1, v), dostajemy powierzchnie z rys. 11a

Si(u,v) =(1—u)S(0,v) + uS(1,v)

i analogicznie dla pozostatych dwu brzegéw, rys. 11b

So(u,v) =(1—v)S(u,0) + vS(u,1)
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Powierzchnie Coonsa

Rys. 11: Krzywe brzegowe ptata
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Powierzchnie Coonsa

Réwnanie opisujace te powierzchnie da sie przedstawi¢ réwnaniem

1
(,v) = Za, S(i:v)+ L A()5(w)
—ZZa, 51( )

i=0 j=0
jesli spetnione sa warunki

ap(0) =1, ap(1) =0, a1(0) =0, a1(1) =1
50(0) =1, Bo(1) =0, 41(0) = 0, B1(1) = 1
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Powierzchnie Coonsa

Dla ciggtosci sklejenia dwéch ptatéw powierzchni Coonsa wystarczy,
by miaty wspélny brzeg, czyli by pewna krzywa brzegowa jednego
ptata byta réwna krzywe) brzegowej drugiego. Sklejenia
odpowiednich krzywych brzegowych beda lepsze, jesli oprécz
zadania ciagtosci, zazadamy, by styczne do brzegéw miaty
odpowiednie kierunki.
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Powierzchnie Gordona

Powierzchnie Gordona sa uogdlnieniem powierzchni Coonsa. Dane
s nie jak poprzednio dwie pary krzywych brzegowych majacych
wspolne narozne punkty, ale dwie rodziny krzywych

S(uj,v)dlai=0,1,...,n

oraz
S(u,vj)dlaj=0,1,...,m

i przecinajacych sie wzajemnie w (n + 1)(m + 1) punktach S(u;, v;)
rys. 12. Powierzchnia S(u, v) ma zawiera¢ wszystkie dane krzywe.
Mozna ja konstruowa¢, stosujac rézne rodzaje interpolacji.
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Rys. 12: Dwie rodziny przecinajacych sie krzywych

v
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