Grafika komputerowa
Wyktad 7

Modelowanie obiektéw graficznych cz.

Romuald Kotowski

Instytut Informatyki i Automatyki

Panstwowa Wyzsza Szkota Informatyki i Przedsiebiorczosci w tomzy
2009



Spis tresci

Spis tresci

© Wstep

Grafika komputerowa W7



Spis tresci

Spis tresci

© Wstep

© Reprezentacja obiektéw graficznych
@ Reprezentacja krzywych
@ Funkcje sklejane
o Krzywe Béziera
@ Krzywe B-sklejane

Grafika komputerowa W7



Wstep

Podstawowe pojecia

Samouczek CorelDraw

Linia Béziera — prosta lub krzywa linia sktadajaca sie z segmentéw
potaczonych weztami. Kazdy z weztéw ma punkty kontrolne
pozwalajace na modyfikacje ksztattu linii.

Wezty — kwadratowe punkty na kazdym z koncéw segmentu linii
lub krzywej. Przez przeciaganie jednego lub wiekszej liczby weztéw
mozna zmienia¢ ksztatt linii lub krzywej.
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Wstep

Obiekt graficzny — wszystko co da sie narysowa¢ z uzyciem
komputera:

o krzywa,

@ ptaska figura,

@ powierzchnia,

@ tréjwymiarowa bryta.

Struktura obiektu nie musi by¢ topologicznie jednorodna. Mozemy
dowolnie taczy¢ bryty i krzywe. Liczba danych dajacych kompletny
opis obiektu graficznego zalezy nie tylko od jego geometrii
(ksztattu), lecz réwniez od sposobu wizualizacji.

Grafika komputerowa W7



Wstep

Krzywe i powierzchnie

Bardzo czesto, w wielu zagadnieniach praktycznych, chcac wykresli¢
krzywa lub powierzchnie znamy tylko skonczong liczbe punktéw
lezacych na krzywej lub na powierzchni. Taka sytuacja zachodzi np.
przy kresleniu map geograficznych — gdy chcemy wykresli¢
poziomice, lub przy kresleniu map pogody — gdy chcemy wykresli¢
izobary.

Zadanie to pomaga nam rozwiaza¢ analiza matematyczna, a to z

kolei pozwala opracowa¢ odpowiednie metody numeryczne by
mozna je byto zaimplementowa¢ w komputerach.
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Wstep

Krzywe i powierzchnie

Stosowane s3 dwie metody:

@ interpolacja — polega na wyborze funkcji pewnej klasy i na
takim doborze jej wspétczynnikéw, by przechodzita przez dane
punkty lub krzywe,
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Wstep

Krzywe i powierzchnie

Stosowane s3 dwie metody:

@ interpolacja — polega na wyborze funkcji pewnej klasy i na
takim doborze jej wspétczynnikéw, by przechodzita przez dane
punkty lub krzywe,

@ aproksymacja — funkcja jest znana, ale na tyle skomplikowana,
ze ze wzgledu na koszt (liczbe wykonywanych dziatan)
obliczania jej wartosci optaca sie przyblizy¢ ja z niewielkim
btedem funkcja prostsza, tansza w rachunku numerycznym —
jako funkcje przyblizajace najczesciej wybiera sie wielomiany,
gdyz tatwo sie je reprezentuje (zapamigtujac ich wspétczynniki
w wybranej bazie) i wykonuje na nich dziatania dodawania,
odejmowania i mnozenia, a takze operacje rézniczkowana i
catkowania.
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Wstep

Krzywe i powierzchnie

Bardzo czesto, oprécz samego wykreslania krzywych i powierzchni,
chcemy mie¢ metody pozwalajace modyfikowac te obiekty.
Zastosowanie:

@ projektowanie (geometryczne) komputerowo wspomagane
(CAD - Computer Aided (Geometric) Design) oraz

Pierwszy system komputerowego wspomagania projektowania
karoserii samochodowych powstat juz na poczatku lat
szes¢dziesiatych, a jego tworca byt P. Bézier, jeden z dyrektoréw
firmy Renault, a ktérego nazwiskiem nazwano klase modelowanych
krzywych i powierzchni.
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Wstep

Krzywe i powierzchnie

Bardzo czesto, oprécz samego wykreslania krzywych i powierzchni,
chcemy mie¢ metody pozwalajace modyfikowac te obiekty.
Zastosowanie:

@ projektowanie (geometryczne) komputerowo wspomagane
(CAD - Computer Aided (Geometric) Design) oraz

@ produkcja wspomagana komputerowo (CAM — Computer
Aided Manufacturing).

Pierwszy system komputerowego wspomagania projektowania
karoserii samochodowych powstat juz na poczatku lat
szes¢dziesiatych, a jego tworca byt P. Bézier, jeden z dyrektoréw
firmy Renault, a ktérego nazwiskiem nazwano klase modelowanych
krzywych i powierzchni.
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Spis tresci

© Reprezentacja obiektéw graficznych
@ Reprezentacja krzywych

Grafika komputerowa W7



Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Reprezentacja krzywych

Parametryczne przedstawienie krzywej

Q(t) = (x(2), ¥(2), 2(1))

x,y,z — ciagte funkcje zmiennej t € [a, b]

Przyktad

krzywej zdefiniowanej parametrycznie: krzywa srubowa

Q(t) = (rcost, ht,rcost)
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Reprezentacja krzywych
Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Reprezentacja krzywych

Ta sama krzywa mozna parametryzowa¢ na rézne sposoby.

Definicja

Dwa przedstawienia
Q=Q(t), telabliQ=Qx(r), 7€]lrpf]

nazywamy réwnowaznymi, jesli istnieje taka ciggta i niemalejaca
funkcja t = t(7)
t: o, f] — [a, b]

ze Qu(t(1)) = Qa(7)
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Reprezentacja krzywych

Czesto wygodnie jest dzieli¢ krzywa na fragmenty punktami, ktérym
odpowiadaja takie wartosci parametru t , ze

a=th<t<t..<t==>b

i traktowac¢ te kawatki krzywej osobno. W tym celu wprowadzimy
lokalne réwnowazne przedstawienie.

Dla fragmentu krzywej odpowiadajacego t € [t;, ti+1] przyjmujemy
t =t + u(tiy1 — t;)

i tym samym normalizujemy jego parametryzacje do przedziatu
jednostkowego, czyli u € [0, 1].
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Przypomnienie
Wektor styczny do krzywej Q(t) : (r(t), y(t), r(t)) w punkcie to

C/Q(to) - dX(to) dy(to) dZ(to)
dt | dt ' dt ' dt

Jesli pochodna d—? punkcie t = tg nie istnieje lub jest wektorem

zerowym, to taki punkt nazywamy osobliwym.
Dla linii srubowej: (—rsin to, h, r cos tp)
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Dtugos¢ tuku krzywej

F1dQ / dx()\?  [dy(t)\? [dz(t)\?
o= 52 o= [ (55)+ (22)"+ (45)

Dla linii srubowej dla t € [0, T]:

T
S:/\/(_rSint)2+h2+(rCOSt)2dt: r2_|_h2T
0
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Przypomnienie

Krzywizna

. P
= lim =
PRk

P, R — punkty na krzywej Q = Q(s)
 — kat pomiedzy stycznymi do krzywej w punktach P i R

h — dtugos¢ tuku pomiedzy punktami P i R
Dla prostej k =0

r

Dla linii srubowej: xk = s

Promien krzywizny: p = —
K

Grafika komputerowa W7



Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Interpolacja wielomianami

Wielomian
Wo(t) = apt” + ap_1t" 1+ 4 artt + ap

mozna traktowac¢ jako kombinacje liniowa funkcji bazowych
(I
Wartos$¢ wielomianu obliczamy korzystajac z algorytmu Hornera

W = ap
dai=n—-1,n-2,...,0

w=w-t+a
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Zadanie

Znajdz wielomian stopnia nie wyzszego niz n, ktéry w weztach
to, t1,. .., tn, (ti # tj dla i # j), przyjmuje zadane wartosci
Vo, Vi,...,Vp

Interpolacja Lagrange'a

Sprawdzi¢, ze te wtasciwosé
Lo(ti))=vi, dlai=0,1,...,n

ma wielomian

Ln(t) = Z Vi H

i=0 jOJ;é/’
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Interpolacja Lagrange'a

Gdy interesuje nas wielomian interpolujacy krzywa zadana
parametrycznie w postaci funkcji wektorowej przechodzacej przez
punkty P; = (x, yi, ;)

L => 7~ ]I ::f_{j

i=0  j=0j#i

Przy réznych wyborach t;, parametryzacje krzywych na ogét nie s3
réwnowazne (patrz rys. 1).

Grafika komputerowa W7



Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Interpolacja Lagrange'a

Rys. 1: Wielomianowa krzywa interpolujaca te same punkty przy réznych
parametryzacjach: a) t; € {1,2,4,5,6,7,9,10}; b) t; € {1,5,6,10,12,17,21,24};
c)t=i,i=12,...,8
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Interpolacja Lagrange'a

Okazuje sie, ze szczegdlnie dla wiekszej liczby punktéw, a tym
samym wyzszego stopnia n, wielomian interpolacyjny moze bardzo
oscylowa¢ miedzy punktami P; (patrz rys. 1), co w wiekszosci
przypadkéw powaznie utrudnia modelowanie krzywych. Rozwigzanie
wolne od tej wady polega na zastapieniu jednego wielomianu,
przyblizajacego krzywa w catym przedziale [a, b] zmiennosci
parametru t, na ogét réznymi wielomianami niskiego stopnia
okreslonymi w podprzedziatach. Wspétczynniki tych wielomianéw
dobiera sie tak, by ich potaczenie byto odpowiednio regularna
funkcja na catym odcinku [a, b]. Metoda ta, to metoda funkgji
sklejanych.
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Interpolacja Lagrang

Rys. 2: Wielomian interpolacyjny moze silnie oscylowa¢
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Spis tresci

© Reprezentacja obiektéw graficznych

@ Funkcje sklejane
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Reprezentacja krzywych
Funkcje sklejane

Obiekty graficzne Krzywe Béziera
Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Funkcje rzeczywista S nazywamy funkcja sklejana stopnia m z

weztami
a=th<t1<...<t,=0b

jesli
o w kazdym przedziale [t;, tj11) dlai=0,1,...,n—1, S jest
wielomianem stopnia nie wyzszego niz m

Na ogét wystarcza uzycie kubicznej funkcji sklejanej , czyli

S(t) = ai + bju + ciu? + dius?, i=0,1,...,n—1
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Reprezentacja krzywych
Funkcje sklejane

Obiekty graficzne Krzywe Béziera
Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Funkcje rzeczywista S nazywamy funkcja sklejana stopnia m z

weztami

a=th<t1<...<t,=0b

jesli
o w kazdym przedziale [t;, tj11) dlai=0,1,...,n—1, S jest
wielomianem stopnia nie wyzszego niz m
e funkcja S i jej pochodne rzedu 1,2,...,m — 1 s3 ciaggte dla

t € [a, b], lub krocej S € C[’;El.

Na ogét wystarcza uzycie kubicznej funkgji sklejanej , czyli

S(t) = ai + bju + ciu? + dius?, i=0,1,...,n—1
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Funkcje sklejane

Zaktadamy, ze wszystkie wezty a=1t) < t; <...<t,=bs3
rézne. Wprowadzamy oznaczenie: At; = tj;1 — t;.
Z warunkéw interpolacyjnych wynika, ze

ai=v;
Z warunku na ciggtos¢ drugiej pochodnej w weztach t; dostajemy
2¢i+1 = 2¢i + 6diAt;, i=0,1,...,n—1
a stad

Ci+1 — Cj
dj =L
' 3A¢t;
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Funkcje sklejane

Z ciagtosci funkcji sklejanej S w t;, z warunku S(t,) = vj, z
ciggtosci pochodnej S’ w weztach t; i po pewnych przeksztatceniach
otrzymujemy n — 1 réwnan z n+ 1 niewiadomymi.

Brakujace warunki mozemy otrzymac z przyjecia réznych warunkéw
brzegowych, np. zadajac by S”(tp) = S”(t,) = 0, i wtedy
co=cp=0.

Inne warunki brzegowe wynikaja np. z okresowosci funkcji sklejanej,
co w przypadku funkcji kubicznej daje warunki

Vo = Vp, Co = Cp, bo = by—1 +2ch_1At,_1 +3dn — 1(Atn_1)2
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Funkcje sklejane

W ogélnosci musimy rozwigza¢ ukfad réwnan

[ 2 B 1T ¢ T 2%)
ar 2 B c Y2

Qp—2 2 Bn—2 C:_2 Yn—2
L ap_1 2 1 Lo g L Yn—1 |
. G Ati_q At;
dzie ¢ = =, aj = ! , Bi = d ,
gdzie i = 3 ai = o T Ae P T A+ Bt

Vil — Vi Vi — Vi-1
= = At,', At,'
= (M - M) A + Ar)
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Spis tresci

© Reprezentacja obiektéw graficznych

o Krzywe Béziera
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Krzywe Béziera

Krzywe Béziera (i P. de Casteljau) to kombinacja liniowa
Q(t)) PiBf(u),  te€ [t t]
i=0

gdzie
BI(u) = ('.’)(1 —wid uelo, 1]

/

wielomiany Bernsteina, P; — punkty w R? lub w R3. W celu
ograniczenia dziedziny funkcji stosuje sie lokalna parametryzacje

t =to+ u(ty — to), uef0,1]
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Reprezentacja krzywych
Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Rys. 3: Wielomiany Bernsteina stopnia 3
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Krzywe Béziera

Dla n = 3 krzywa Bziera aproksymujaca krzywa przechodzaca przez
cztery punkty pokazano na rys. 4. Jest ona postaci

Q(t) =Po(1 —t)> +3P1(1 —t)*t +3Po(1 — t)t* + P3t>
Widag, ze
Q(0) = Po, Q(1) = Pr, Q(0)=3(PL— Po), Q'(1) =3(Ps — P2)

Krzywa Béziera najczesciej przechodzi tylko przez krancowe punkty
kontrolne Py i P,. W nich tez znamy kierunki stycznych do krzywej,
okreslone odpowiednio wektorami Py — Py i P, — P,_1.
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Obiekty graficzne

Krzywe Béziera

Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

il .."ll-"_j'

L

Rys. 4: Kubiczna krzywa Béziera
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Krzywe Béziera

Najwazniejsze wtasciwosci wielomianéw Bernsteina to:

° zn: B (u) =1
i=0

Z dwéch pierwszych wynika, ze krzywa Béziera lezy w powtoce
wypuktej punktéw kontrolnych P;, i = 0,1,...,n. Trzecia
zaleznos¢, rekurencyjna, prowadzi do algorytmu obliczania wartosci
Q(t), czyli wyznaczania punktéw lezacych na krzywej Béziera.
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Krzywe Béziera

Najwazniejsze wtasciwosci wielomianéw Bernsteina to:
n
e ) B(u)=1
i=0
e B'(u) <0dlawel0,1]

Z dwéch pierwszych wynika, ze krzywa Béziera lezy w powtoce
wypuktej punktéw kontrolnych P;, i = 0,1,...,n. Trzecia
zaleznos¢, rekurencyjna, prowadzi do algorytmu obliczania wartosci
Q(t), czyli wyznaczania punktéw lezacych na krzywej Béziera.
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Krzywe Béziera
Najwazniejsze wtasciwosci wielomianéw Bernsteina to:
n
° > Bi(u)=1
i=0
e B'(u) <0dlawel0,1]
= =
o B(u) = (1 —u)B" " (u) + uBy (v)
Z dwéch pierwszych wynika, ze krzywa Béziera lezy w powtoce
wypuktej punktéw kontrolnych P;, i =0,1,...,n. Trzecia

zaleznos¢, rekurencyjna, prowadzi do algorytmu obliczania wartosci
Q(t), czyli wyznaczania punktéw lezacych na krzywej Béziera.
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Algorytm de Casteljau wyznaczania punktéw krzywej Béziera

oblicz wartos¢ odpowiadajaca lokalnej parametryzacji
t— 1t

ot —
dlai=0,1,...,n podstaw P;g = P;
daj=0,1,...,n
P,"j: (].— U)P,'_l’j_l—i-uP,"j_l
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Spis tresci

© Reprezentacja obiektéw graficznych

@ Krzywe B-sklejane
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Krzywe B-sklejane

Krzywa B-sklejana to kombinacja liniowa
Q(e) =) _ P N(t)
i=0

P; — punkty kontrolne (de Boora)
N(t) — funkcje bazowe
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Krzywe B-sklejane

Wzér rekurencyjny
l1dlatelt,t
NR() = o
0 dla pozostatych t
- t—t i tivjtl —t i .
N(t) = — N1 () + — = N (t), dlaj >0
tivj — ¢ titj+1 — ti+1
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Reprezentacja krzywych

Funkcje sklejane
Obiekty graficzne Krzywe Béziera

Krzywe B-sklejane

Obiekty graficzne

Krzywe B-sklejane

Duze znaczenie ma dobér punktéw kontrolnych. Czesto bierze sie je
jako réwnoodlegte, czyli np. tj = j.

Jesli krzywa jest otwarta, to krzywa zawsze przechodzi przez punkty
kraficowe de Boora.

Gdy krzywa jest zamknieta, to przyjmujemy, ze punkty de Boora i
wezty sa cykliczne, czyli Py jest nastepnikiem P, a réznice miedzy
kolejnymi weztami brzegowymi t,11, tht2, .- ., them+ S3 takie same
jak miedzy to, t1,..., tm.
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Reprezentacja krzywych
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Jesli
i1 <t =Tji1 =+ k1 <tk

to wezet t; nazywamy weztem wielokrotnym (k — krotnym), a
krzywa B-sklejana moze mie¢ nawet szpic (rys. 5).

W szczeg6lnym przypadku dwéch weztéw (m + 1)-krotnych,
to=ti=---=tp=0i1 tm+1:tm+2:~--:t2m+1:1funkcje
N7, (i =0,1,..., m) degeneruja sie do wielomianéw Bernsteina

m

N™(t) = ( .>(1 .

1

czyli krzywe B-sklejane mozna uwaza¢ za uogdlnienie krzywych
Béziera.
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Rys. 5: Krzywa B-sklejana interpolujaca punkt odpowiadajacy weztowi o maksymalnej
krotnosci
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Rys. 6: Funkcje bazowe oparte na weztach wielokrotnych
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Okazuje sie, ze krzywa B-sklejana lezy wewnatrz powtoki wypuktej
punktéw de Boora. Poniewaz jednak dla kazdego punktu Q = Q(t)
krzywej tylko m + 1 punktéw P; okresla jego potozenie, wiec @
musi leze¢ wewnatrz powtoki wypuktej tych m + 1 punktéw
kontrolnych. A zatem cata krzywa B-sklejana lezy wewnatrz sumy
powtok wypuktych kolejnych m + 1 punktéw P;. Przyktady takich
obszaréw dla m = 1,2 i 3 zostaty zakreskowane na rys. 7.
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Rys. 7: Wtasnos¢ powtoki wypuktej krzywej B-sklejanej
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Algorytm de Boora i Coxa wyznaczania punktéw krzywej B-sklejane;j

dai=j—m+kj—m+k+1,...,j
da/=1,2,.... m—k

dai=j—m+k+1,...j
t—t;

Q| = ———

ivmt1—1 — i

Pij=(1—aj)Pi—1-1+ ajiPij-1

)
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Rys. 8: Zamknieta krzywa B-sklejana
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