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Geometria 3D - podstawowe pojecia

Geometria w przestrzeni 3D

Podstawowe pojecia

Rys. 1: Lewoskretny uktad wspétrzednych kartezjanskich
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Geometria 3D - podstawowe pojecia

Geometria w przestrzeni 3D

Podstawowe pojecia

* _.".l — ."':' g ;.!.",:

Rys. 2: Wspétrzedne sferyczne: |OP| = r, x = rcos pcos), y = rsin g,
zZ = rcospsiny
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Geometria 3D - podstawowe pojecia

Geometria w przestrzeni 3D

Podstawowe pojecia

Dtugos¢ wektora v : [V| = v = /x? + y? + z2
lloczyn skalarny

Vioih = |Vi| || cos<t(Vh, o) = x1x2 + y1y2 + 2122

lloczyn wektorowy: wtasciwosci
1. Prostopadtosé: vi LV i vo LV
2. Dodatnie zorientowanie wektoréw vy, Vo i v

X1 n a
det(\71, \72, \7) =det | x» Yo 2o >0
X y z
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Geometria 3D - podstawowe pojecia

Geometria w przestrzeni 3D

Podstawowe pojecia

W g

PUvp s bey = = i A

Rys. 3: lloczyn wektorowy
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Geometria 3D - podstawowe pojecia

Geometria w przestrzeni 3D

Podstawowe pojecia

3. Definicja iloczynu wektorowego
|V| = || V2| sin<t(vA, V)
Vi X Vo = [y122 — Y221, X021 — X122, X1Y2 — X2Y1]

Réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty P; = (x1, y1, 21)
i Py = (x2, 2, 2)

(x=x)(y2—x1) =y — ) (2 — x1)
y—wn)(z—2z1)=(z—21)(y2 —»1)
(z—21) (2 —x1) = (x —x1) (22 — z1)
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Geometria 3D - podstawowe pojecia

Geometria w przestrzeni 3D

Podstawowe pojecia

Parametryczne réwnanie prostej

x(t)=x1+t(x—x1)
y()=n+tl2—y) te€(—o0,+00)
zZ(t)=z1+t(z22—21)

czyli .
P(t)=P1+tk, t € (—o0, +00)

gdzie k = Py — P1 = [x2 — x1, Y2 — y1, 22 — 21| — wektor kierunkowy
prostej. Jesli t € (—1,+1) to odcinek Py P;.
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Geometria 3D - podstawowe pojecia

Geometria w przestrzeni 3D

Podstawowe pojecia

Réwnanie ptaszczyzny

i1 = [Xn, Yn, Zn] — wektor normalny do ptaszczyzny; Py = (xo, Y0, 20)
— punkt ptaszczyzny

fo(P—Py) =0 xpx+yy+zz=c

gdzie ¢ = o Py = xnXo + YnYo + ZnZo
Réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez 3 punkty

((P2 = P1) X (P3 e Pl)) o (P o Pl) =0

X y z
X1 y1 z1
X2 Y2 22
X3 y3 Z3
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Geometria 3D - podstawowe pojecia

Geometria w przestrzeni 3D

Podstawowe pojecia

Réwnanie prostej — wynik przeciecia dwu ptaszczyzn
P(t) = Po + th1 X n2

Punkt Py wyznaczamy jak przeciecie z trzeciag dowolna ptaszczyzna nieréwnolegta do
pozostatych dwu, np. przechodzaca przez poczatek uktadu wspétrzednych

(ﬁlXﬁg)OPZO

W ogdélnosci, jesli trzy ptaszczyzny przecinaja sie w jednym punkcie, to spetnia ten
punkt 3 réwnania

I_7‘1O:D:C17 I_7‘2O:D:C27 ﬁ3OP:C3
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Geometria 3D - podstawowe pojecia

Geometria w przestrzeni 3D

Podstawowe pojecia

Jesli ii; = [nj1, nio, ni3], i = 1,2,3, to zadanie sprowadza sie do
rozwiazania uktadu réwnan

Ni1X + N2y + N3z =¢c

na1X + Ny + N3z = ¢

n31x + n32y + N33z = €1
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Obliczenia numeryczne

Obliczenia numeryczne

Reprezentacja liczb

Liczby typu integer — reprezentacja statopozycyjna

n
/:SZC;2i, (cn #0dla /#0)
i=0
gdzie s = +1 — znak liczby; ¢; = 0 lub 1.
Liczby typu real — reprezentacja zmiennopozycyjna
x=52m

oo 5

gdzie s = +1 — znak liczby; ¢ — cecha (liczba catkowita); m= > c_;27', (c_1 =1,
i=1

c_;=0Ilub 1dlai>1)— mantysa (liczba rzeczywista z przedziatu [1/2, 1))
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Obliczenia numeryczne

Obliczenia numeryczne

Reprezentacja liczb
Przyktad

Chcemy numerycznie wyznaczy¢ punkt przeciecia prostych
y=aix+biiy=ax+b

Niech rd(x) = x(1 +¢€), |e| < n, n — doktadnosé¢ arytmetyki. Niech a; = rd(a1) i
ax = rd(az2), a b1, bo — znane tylko z przyblizeniem, czyli rozwigzujemy uktad

y:alx+l_)1 iy:aszrl_)g
by = rd(b1) = b1(1 +€1), ba = rd(b2) = ba(1 + €2), |ei] <7

czyli prosta y = a1 x + by bedzie reprezentowana jaka$ prosta z peku miedzy bi(1 —7)
a bi(1+n), a prosta y = axx + by z prosta z peku pomiedzy bx(1 —7n) a bo(1+7) .
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Obliczenia numeryczne

Geometria w przestrzeni 3D

Podstawowe pojecia

Rys. 4: Wptyw btedéw reprezentacji wspétczynnikéw prostych na potozenie punktu ich
przeciecia
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Obliczenia numeryczne

Obliczenia numeryczne

Reprezentacja li

Przykfad
Rysujemy wielokrotnie ten sam m-kat dwoma algorytmami réznigcymi sie tylko
sposobem obliczania kolejnych katéw ¢

Algorytm a

podstaw Ay = 2 - 3.14159265/m;

przesun piéro do punktu (1,0);

dlai=1,2,...,n

oblicz ¢ =i - Ay;

rysuj odcinek od poprzedniego potozenia piéra do punktu (cos g, sin ¢);

Algorytm b

podstaw Ay = 2 - 3.14159265/m;

przesuf piéro do punktu (1,0);

zainicjuj ¢ = 0;

dlai=1,2,...,n

powieksz ¢ = p + Agp;

rysuj odcinek od poprzedniego potozenia piéra do punktu (cos ¢, sin ¢);
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Obliczenia numeryczne

Geometria w przestrzeni 3D

Podstawowe pojecia

Rys. 5: Siedmiokat rysowany wielokrotnie algorytmem a) i b) dla dla m =7 i n = 7000
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Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenia punktéw 3D

Translacja

P(x,y,z) = P'(X,y',2) = P(x,y,z) + t (x,y,z)

lub
1 0 0 O
0 h 0 . 0O 1 0 O
[Xay7Z’1]_[X7y’Z71] 0 O 1 0
tx ty tz 1

Grafika komputerowa W4



Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenia punktéw 3D

P(x,y,z) — P'(X',y',Z') = P(sxx,sy y, sz z)

lub
sx 0 0 O
. _ sy 0 0
[x,y,z,l]—[x,y,z,l] 0 0 sz O
0O 0 0 1
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Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenia punktéw 3D

ub

Rys. 6: Skalowanie krzywej

v
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Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenia punktéw 3D

Obrét wokét osi Ox

P(x,y,z) — P'(X',y’,Z') = P(x,y cos¢ — zsin p, y sin p + z cos ¢)

lub
1 0 0 O
o 0 = b il 0 cosp sinp 0
o T 0 sinp cose O
0 O 0 1
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Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenia punktéw 3D

Symetria wzgledem ptaszczyzny

AP

Grafika komputerowa W4




Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenia punktéw 3D

Symetria wzgledem ptaszczyzny

Dla danego punktu P = (x,y, z) szukamy punktu P’ = (x/,y’, z') symetrycznego
wzgledem ptaszczyzny ax + by + cz = d

Rzut punkty P na ptaszczyzne P(x,y,z) — Q = P + t[a, b, c], bo [a, b, c] prostopadty
do ptaszczyzny. Parametr t wyznaczmy z warunku

a(x + ta) + b(y + tb) + c(z+ tc) = d

d—ax—by —cz

o o 20 _
Py Z oczywistej zaleznosci P’ = P + (2Q — P)

skad dostajemy t =
d—ax — by —cz

22 T b2 I c2 [av b7 C]

X,y 2l = [xy,2] +2

|d — ax — by — cz|

Va2 + b2+ c2?
Grafika komputerowa W4
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Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenie trzypunktowe
Zastosowanie szczego6lnie przydatne przy budowaniu scen
tréjwymiarowych, gdy jeden obiekt chcemy 'doklei¢’ do drugiego.
Dane sa dwie tréjki punktéw P, Py, P3 i Q1, @2, Q3 .Szukamy
takiej izometrii (odwzorowanie, ktére nie zmienia odlegtosci miedzy
punktami), ktéra

@ odwzorowuje punkt P; w Q1

o kierunek P = P, — P; przeksztatca w kierunek Q= Q@ — @

@ transformuje ptaszczyzne przechodzaca przez Py, P>, P3 na
ptaszczyzne wyznaczona punktami Q1, @2, Qs.
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Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenie trzypunktowe

i

Rys. 8: Przeksztatcenie trzypunktowe
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Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenie trzypunktowe

Budujemy lokalny ukfad wspétrzednych w Py

L71: P2—P1 L72: (PQ—Pl)X(Pg,—Pl) L73ZL71><L72
P2 = P1| (P2 — P1) x (Ps = P1)|’

i lokalny uktad wspétrzednych w Qg
L Q- . (- Q) x (- Q)

= , W3 = Wy X Wo

M- T (- Q) x (& — @)

T} w1 ]
Transformujemy U= | b | = W= | wo | =| th | R
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Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenie trzypunktowe

Wierszami macierzy U sa wektory jednostkowe wzajemnie
prostopadte, a zatem U jest macierza ortogonalng, U UT =/ czyli
U~! = UT (i podobnie dla W). Mamy zatem

R=UTW=1[u |u [uf] | W

Musimy jeszcze tylko dokonaé translacji o wektor @1 — Py R
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Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenia punktéw 3D

Przeksztatcenia uktadu wspétrzednych

Czesto wygodniej zamiast przeksztatca¢ rysowany obiekt jest
zmienia¢ uktad wspétrzednych. Uktad wspétrzednych mozemy
przesuwac, skalowaé lub obracac.

Warto moze jeszcze wspomnie¢ o szczegélnym przypadku
skalowania. Przeksztatcenie okreslone macierza

o O O =
o O = O
o = O O
= O O O

zmienia uktad lewoskretny na uktad prawoskretny.
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Rzutowanie

Rzutowanie

Rzutowanie réwnolegte i perspektywiczne

Metody rzutowania dzielimy na dwie klasy:

@ rzutowanie réwnolegte — zachowuje réwnolegtos¢ prostych,
stosunek dtugosci odcinkéw réwnolegtych i zwigzki miarowe
figury ptaskiej réwnolegtej do ptaszczyzny rzutowania; stosuje
sie gtéwnie w rysunku technicznym

@ rzutowanie perspektywiczne (Srodkowe) — pozwala na bardziej
realistyczna wizualizacje obiektéw tréjwymiarowych i daje
wrazenie gtebi
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Rzutowanie

Rzutowanie

Rzutowanie réwnolegte i perspektywiczne

Rys. 9: Rzuty: a) réwnolegty; b) srodkowy (perspektywiczny)
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Rzutowanie

Rzutowanie

Rzutowanie réwnolegte i perspektywiczne

a) H

Rys. 10: Poréwnanie rzutéw tego samego obiektu: a) réwnolegtego;

v
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Rzutowanie

Rzutowanie

Rzutowanie réwnolegte i perspektywiczne

Rys. 11: Poréwnanie rzutéw tego samego obiektu: b) srodkowego
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Rzutowanie

Rzutowanie

Rzutowanie réwnolegte i perspektywiczne

2

Rys. 12: Relacje odlegtosci w rzucie Srodkowym
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Rzutowanie

Rzutowanie

Rzutowanie réwnolegte i perspektywiczne

Przy rzutowaniu $rodkowym zostaja zmienione relacje odlegtosci: rzuty odcinkéw
lezacych blizej rzutni s3 dtuzsze niz rzuty odcinkéw tej samej dtugosci, ale bardziej
oddalonych od ptaszczyzny rzutowania.

Przy rzutowaniu na ptaszczyzne m obrazem punktu P jest punkt P’, przeciecia z 7
prostej przechodzacej przez P. W rzucie perspektywicznym wszystkie proste (promienie
rzutowania) maja punkt wspélny, nazywany srodkiem rzutowania (punkt E na rys. 12).
Odlegtos¢ tego punktu od rzutni 7 decyduje o deformacji rysunku (patrz rys. 13). W
rzucie réwnolegtym wszystkie proste rzutowania maja ten sam ustalony kierunek k.
Jesli jest on prostopadty do rzutni, to rzut nazywamy ortogonalnym.
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Rzutowanie

Rzutowanie

Rzutowanie réwnolegte i perspektywiczne

Rys. 13: Wptyw potozenia $rodka rzutowania w stosunku do ptaszczyzny rzutu: a)
blizej; b) dalej

Grafika komputerowa W4



Rzutowanie

Rzutowanie

Rzutowanie réwnolegte i perspektywiczne

Znalezienie wspétrzednych rzutu P’ punktu P sprowadza sie do rozwiazania
rozwazanego wczesniej zadania wyznaczania przeciecia ptaszczyzny 7 i prostej
(promienia rzutowania) okreslonej punktem P i kierunkiem k przy rzucie réwnolegtym
lub punktem P i Srodkiem rzutowania E w przypadku rzutu perspektywicznego. W ten
spos6b otrzymalibySmy jednak wspétrzedne punktu P w uktadzie tréjwymiarowym, w
ktérym zostat opisany rysowany obiekt. Ten wyjsciowy uktad wspétrzednych bedziemy
nazywali uktadem danych. Do rysowania sg potrzebne wspétrzedne w uktadzie
dwuwymiarowym okreslonym na ptaszczyznie rzutowania 7. Najbardziej popularna jest
metoda przeksztatcenia uktadu danych do ukfadu obserwatora. Rzutnia 7 pokrywa sie
z ptaszczyzng z = 0, a zatem przy rysowaniu na ptaskim ekranie wystarczy pominaé
wspoétrzedne z.
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Rzutowanie

Rzutowanie

Rzutowanie réwnolegte i perspektywiczne

Rys. 14: Rzutowanie réwnolegte w uktadzie obserwatora
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Rzutowanie w ukfadzie obserwatora

Rzutowanie w ukfadzie obserwatora

Rzut réwnolegty

Przy rzucie réwnolegtym ortogonalnym rzutem punktu P = (x,y, z) jest
P’ = (x,y,0). Ogdlniejsza sytuacje ilustruje rys. 15. Kierunek rzutu réwnolegtego
tworzy z rzutnia 7 kat a.. Wspétrzedne x i y rzutu P’ punktu P(x,y,z) sa réwne

x' = X + rcos p, y/ =y—+rsingp

przy czym r = ztga, a ¢ jest katem nachylenia prostej przechodzacej przez (x,y,0) i
(x’,y’,0) do osi Ox, wiec

x' =x+zctgacosp, y =y+zctgasing
Najczesciej przyjmuje sie ¢ = 30° lub ¢ = 45°, a odpowiadajace im sposoby

rzutowania maj wtasne nazwy. Przyktadowo, dla kata aarc ctanl/2 ~ 63° mamy
aksonometrie kawalerska (rys. 16a), a dla kata o = 45° wojskowa (rys. 16b).
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Rzutowanie w ukfadzie obserwatora

Rzutowanie w ukfadzie obserwatora

Rzut réwnolegty

Rys. 15: Ogélny (nieortogonalny) rzut réwnolegty
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Rzutowanie w ukfadzie obserwatora

Rzutowanie w ukfadzie obserwatora

Rzut réwnolegty

s

Rys. 16: Aksonometrie: a) kawalerska; b) wojskowa
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Rzutowanie w ukfadzie obserwatora

Rzutowanie w ukfadzie obserwatora

Rzut srodkowy

Obserwator utozsamiany ze srodkiem rzutowania E znajduje sie na
ujemnej czesci osi z uktadu, na przyktad w punkcie (0,0, —d). Z
rysunku 17 widzimy, ze skala podobienstwa tréjkatéw EPQ i EP'0
jest réwna d/(z + d). Stad dostajemy potrzebne zaleznosci miedzy
wsp6trzednymi punktu P i jego rzutu perspektywicznego P’

o xd J = yd
’ z+d
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Rzutowanie w ukfadzie obserwatora

Rzutowanie w ukfadzie obserwatora

Rzut srodkowy

- | -
¥ \ -"-!--
T
-
D £ i
-]
o
Rys. 17: Rzut $rodkowy w ukfadzie obserwatora
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Definiowanie ostrostupa widzenia

Definiowanie ostrostupa widzenia

ZaktadaliSmy, omawiajac rzutowanie perspektywiczne, ze wszystkie
obiekty tréjwymiarowe tworzace scene znajduja sie w pewnej
odlegtosci przed obserwatorem (Srodkiem rzutowania). Mozemy
zatem, otrzymywac takie obrazki jak na rys. 18a. A jak
postepowac, gdy chcemy uzyska¢ zblizenie jakiego$ elementu (rys.
18b), czy 'sfotografowac’ fragment sceny tréjwymiarowej z jej
srodka (rys. 19c)? Rozwiazanie polega na zdefiniowaniu ostrostupa
widzenia i rzutowaniu tylko tych obiektéw (ew. ich fragmentéw),
ktére sie w tym ostrostupie zmiescity.
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Definiowanie ostrostupa widzenia

Definiowanie ostrostupa widzenia

Rys. 18: a) Widok catego obiektu; b) fragment ogladany z lotu ptaka
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Definiowanie ostrostupa widzenia

Definiowanie ostrostupa widzenia

Rys. 19: c) fragment widziany z ulicy
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Definiowanie ostrostupa widzenia

Definiowanie ostrostupa widzenia

Zr6bmy zdjecie fotograficzne (aparat zgodnie z kierunkiem i
zwrotem osi z). Wtedy ptaszczyzna rzutowania 7 jest btona
fotograficzna umieszczona w odlegtosci 1 od obserwatora, a klatka
filmu ma rozmiar 2u x 2w. Rzutnia 7 jest zatem rozpieta na
wektorach 4 = [u,0,0] i w = [0, w,0]. W ten sposéb
zdefiniowali$my nieskonczony ostrostup widzenia o wierzchotku w
srodku rzutowania E i krawedziach bedacych pétprostymi
wychodzacymi z punktu E, majacymi kierunki (rys. 20)

— — —

Vvt+i+w, Vv+id—w, Vv—iut+w, V—0—w

Grafika komputerowa W4



Definiowanie ostrostupa widzenia

Definiowanie ostrostupa widzenia

Rys. 20: Poczatkowe potozenie ostrostupa widzenia
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Definiowanie ostrostupa widzenia

Definiowanie ostrostupa widzenia

Wybér wielkosci u i w odpowiada wyborowi obiektywu. Im mniejsze s3 u i w, tym
wezszy jest ostrostup widzenia — w terminologii fotograficznej odpowiadatoby to
stosowaniu teleobiektywu o coraz wickszej ogniskowej. Przyjecie wigkszych wartosci u i
w odpowiada natomiast uzyciu obiektywu szerokokatnego.

W ogdlnym przypadku wierzchotek E ostrostupa widzenia moze by¢ jakimkolwiek
punktem R3, na przyktad mie¢ wspétrzedne (xg, ye, ze). O wektorach &, w i v
zaktadamy jedynie, ze s3 ortogonalne (wzajemnie prostopadte), v ma dtugosé |v| = 1.
Przyjmijmy ponadto, ze kierunek i zwrot osi x’ na rzutni 7 jest wyznaczony wektorem
U a na osi y wektorem w (rys. 21). Poczatek tego ukfadu to punkt 0/ = E + V.
Analogia z fotografowaniem nie jest petna, gdyz punkty nalezace do ostrostupa
widzenia, a lezace po tej samej stronie 7 co punkt E, tez beda rzutowane.
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Rys. 21: Ogdlne okreslenie ostrostupa widzenia
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Niech P bedzie dowolnym punktem R3 o wspétrzednych (x,y, z) w
uktadzie danych. Szukamy wspétrzednych jego rzutu srodkowego P’
na rzutni 7. Jednoczesnie chcemy rozstrzygna¢, czy P lezy
wewnatrz ostrostupa widzenia. Z rysunku 21 wida¢, ze

EP EP EP
|EP cos o |EP| EPoV. EPov
|EPI[V]

bo |V| = 1. Z drugiej strony EP" = vV + 0'P’, a wektor 0'P’ to

=
‘%1

O/P/ — XI +y/
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Szukane wspétrzedne x’ i y' wyznaczamy z réwnania
p y wy y

X +y'w +v=EP

gdzie 7' = d/|d|, a W’

, EPod , EPow
X _
EPov’ EPov
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