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Przeksztaªcenia 2D
Okienkowanie

Translacja i obrót punktu w pªaszczy¹nie

Translacja

Rys. 1: Translacja punktu na pªaszczy¹nie
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Translacja i obrót punktu w pªaszczy¹nie

Obrót

Niech wspóªrz¦dne kartezja«skie punktu P1 w biegunowym ukªadzie
wspóªrz¦dnych (r , ψ) wynosz¡

x1 = r cosψ; y1 = r sinψ

Obrazem tego punktu po obrocie o k¡t ϕ wokóª pocz¡tku ukªadu
wspóªrz¦dnych jest punt P2 o wspóªrz¦dnych biegunowych
(r , ψ + ϕ), czyli (cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ)

x2 = r cos(ψ + ϕ) = r cosψ cosϕ− r sinψ sinϕ

y2 = r sin(ψ + ϕ) = r cosψ sinϕ+ r sinψ cosϕ
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Translacja i obrót punktu w pªaszczy¹nie

Obrót

Rys. 2: Obrót punktu P1 o k¡t ϕ wokóª pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych na

pªaszczy¹nie
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Translacja i obrót punktu w pªaszczy¹nie

Obrót

Mo»emy t¦ transformacj¦ obrotu zapisa¢ w postaci macierzowej:[
x ′

y ′

]
=

[
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

]
·
[

x

y

]

Przejd¹my do wspóªrz¦dnych jednorodnych: punkty z R2

traktujemy jako elementy przestrzeni R3 le»¡ce w pªaszczy¹nie
z = 1, czyli o trzech wspóªrz¦dnych (x , y , 1)
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Translacja i obrót punktu w pªaszczy¹nie

Obrót i translacja we wspóªrz¦dnych jednorodnych

Translacja

[
x ′, y ′, 1

]
=
[
x , y , 1

]
·

 1 0 0
0 1 0
tx ty 1


Obrót

[
x ′, y ′, 1

]
=
[
x , y , 1

]
·

 cosϕ sinϕ 0
−sinϕ cosϕ 0

0 0 1
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Translacja i obrót punktu w pªaszczy¹nie

Obrót i translacja we wspóªrz¦dnych jednorodnych wokóª
dowolnego punktu (x0, y0)

[
x ′, y ′, 1

]
=
[

x , y , 1
]
·

 1 0 0

0 1 0

−x0 −y0 1

 ·
 cosϕ sinϕ 0

−sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 ·

 1 0 0

0 1 0

x0 y0 1


czyli P ′ = P T1 Rϕ T2
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Skalowanie we wspóªrz¦dnych jednorodnych

P −→ P ′ = (sx x , sy y), czyli

[
x ′, y ′, 1

]
=
[
x , y , 1

]
·

 sx 0 0
0 sy 0
0 0 1
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Skalowanie

Rys. 3: Skalowanie w kierunkach sko±nych do osi ukªadu
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Skalowanie

Rys. 4: Obraz kwadratu jednostkowego przy skalowaniu okre±lonym k¡tem ϕ = 30◦ i

mno»nikami sx = 2 i sy = 1/2
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Jednokªadno±¢

Jednokªadno±ci¡ o ±rodku S = (x0, y0) i skali k 6= 0 nazywamy
przeksztaªcenie pªaszczyzny, w którym obrazem punktu P = (x , y)
1est taki punkt P ′ = (x ′, y ′), »e SP ′ = kSP , a zatem

(x ′, y ′) = (x0, y0) + k(x − x0, y − y0)

a w notacji macierzowej

[
x ′, y ′, 1

]
=
[
x , y , 1

]
·

 k 0 0
0 k 0

(1− k)x0 (1− k)y0 1


Dla k = −1 przeksztaªcenie takie jest symetri¡ o ±rodku w punkcie
S
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Powinowactwo prostok¡tne

Rys. 5: Powinowactwo prostok¡tne

Romuald Kotowski Gra�ka komputerowa W3



Przeksztaªcenia 2D
Okienkowanie

Powinowactwo prostok¡tne

Wektor [a, b] ⊥ do prostej ax + by + c = 0. Punkt Q jest zatem
równy P + t[a, b] dla pewnej warto±ci parametru t. Warto±¢ t

wyznaczamy z warunku, »e Q le»y na osi powinowactwa, a wi¦c

a(x + ta) + b(y + tb) + c = 0

St¡d

t = −ax + by + c

a2 + b2
i Q = (x , y)− ax + by + c

a2 + b2
(a, b)

W omawianym przeksztaªceniu obrazem punktu P ma by¢ punt P ′

speªniaj¡cy zale»no±¢ QP ′ = k QP , a wi¦c

P ′ = Q + k(P − Q)
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Powinowactwo prostok¡tne

Ostatecznie

P ′ = (x , y) + (k − 1)
ax + by + c

a2 + b2
(a, b)

lub w zapisie macierzowym

[
x ′, y ′, 1

]
=
[
x , y , 1

]
·

 1 + w2a wab 0
wab 1 + wb2 0
wac wbc 1


gdzie w = (k − 1)/(a2 + b2). Dla k = 1 to jest symetria osiowa.
Odlegªo±¢ P od Q

ρ =
|ax + by + c|√

a2 + b2
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Koniec? :-(

Koniec wykªadu 3
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