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Definicja cieczy

Podczas ostatniego wyktadu wspomnielismy, ze symetryczno-kulisty
tensor napie¢ ma postaé

—-p 0 0
S=|| 0 —p O (1)
0 0 p
czyli
Ox =0y =0z = —p,

Tx =Ty =T, =0.

Materiaty majace te wtasciwos¢ nazywamy cieczami nielepkimi.

W cieczach nielepkich istnieja jedynie jednakowe we wszystkich
kierunkach napiecia normalne, a napiecia styczne znikaja.
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Definicja cieczy

Wektor tensora napiec¢
Sn = _p n ) (3)

jest zawsze réwnolegty do wektora normalnego n do wydzielone;j

myslowo powierzchni, ale z przeciwnym znakiem (tak sie
umawiamy).

Dtugos¢ wektora napiec¢

Sn=1Sal = \/SB+ S3, + S% = b, (4)

czyli wartos¢ sity dziatajacej na element powierzchni df wynosi
pdf.
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Definicja cieczy

Prawo Pascala

Z (1) wynika, ze kwadryka tensora napie¢ jest kula: to jest wtasnie
prawo Pascala:

Cisnienie w cieczy rozchodzi sie jednakowo we wszystkich
kierunkach i jest zawsze skierowane prostopadle do
powierzchni granicznej.

Ciato izotropowe jest w ogdlnosci opisywane przez dwie state materiatowe
Lamé: \ i p, opisujace potencjat sprezysty Lamé

A
V=—Ph+uSi+5K4, (5)

P — (nie)znikajace napiecie poczatkowe, J1 = e, + &y + £w — pierwszy niezmiennik,
S1 = €2 + €2 + €2, — symetryczny niezmiennik drugiego stopnia.
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Definicja cieczy

0 = —P + Ay + 2ue;,
Ti:2/~VYia i:X7.yuz

(6)
Tensor kulisto-symetryczny ma znikajace cztony pozadiagonalne, wiec

1 =0, czyli ciecze sa charakteryzowane tylko przez jedna stata
sprezystosci A:

p=P—\Ji. (7)

skad mozna wywnioskowaé¢, ze energia sprezysta jest zwigzana tylko ze
zmiana objetosci, skad wynika, ze ciecze nielepkie nie stawiaja zadnego
oporu zmianom ksztattu: te wtasciwo$¢ mozna przyjac za definicje cieczy.
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Réwnania hydrodynamiki dla cieczy nielepkich

Réwnania Eulera

Réwnania Eulera stosujemy, gdy interesuje nas rozktad pola
predkosci cieczy. Ogélne réwnanie ruchu mechaniki osrodkéw
ciagtych:
pd—::pF—i-DiVS, (8)
DivS = —gradp. (9)
Réwnanie ciggtosci
0 t
pg;)—i-divpv:o. (10)
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Réwnania hydrodynamiki dla cieczy nielepkich

Réwnanie Eulera

pa—‘;:pF—gradp. (11)

Termodynamiczne réwnanie stanu

f(p,p, T) =0 (12)

dv

e pochodna substancjalna Mamy pie¢ nieliniowych réwnan

(11), (10), (12) na pie¢ niewiadomych v, p, p. Rozwiazanie tych
réwnan daje nam jedynie rozktad pola predkosci cieczy, nie podaje
jednak toréw poszczegélnych punktéw cieczy.
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Ciecz niescisliwa

W przypadku cieczy niescisliwej p(x, t) = const wystarcza dwa

réwnania:
ov
— =pF — d
pat p gra’ p7 (13)
divv=0.
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Réwnania hydrodynamiki dla cieczy nielepkich

Réwnania Lagrange'a

Réwnania Lagrange'a stosujemy, gdy interesuje nas ruch
okreslonego punktu (czastki) cieczy: niech w chwili t =0 ma on
wspétrzedne (a, b, ¢). Bedziemy $ledzili ruch tego punktu, czyli
r=r(a, b, c,t). Dla tegoz ustalonego punktu predkos¢ v jest tylko
funkcja czasu i réwnanie (11) przyjmuje postaé

5%r

1

Tu wystepuja zmienne (x, y, z), podczas gdy zmiennymi
niezaleznymi sa wielkosci (a, b, ¢). Dokonujemy zamiany zmiennych
i réownania hydrodynamiczne Lagrange'a przyjmuja postac:
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Réwnania Lagrange'a

0?r 1
J (61‘2 — F> + ;grad(a,b,c) p=0, (15)
ox Oy 09z
0da 0Oa Oa
7= % % & (15
ox Oy 9z
dc Odc Oc
Wyznacznik tej macierzy, to Jakobian
a(x,y,z)
A= = ——=. 17
M (2, b,c) (17)
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W cieczach rzeczywistych naprezenia styczne nie znikaja, czyli
wystepuje tarcie pomiedzy sasiadujacymi warstewkami cieczy.
Warstwy te wyznaczaja kierunek ruchu cieczy. Sity tarcia zaleza od
wzglednej predkosci warstw

dv = Tdr. (18)

T — tensor predkosci wzgledne;.

Tensor T sktada sie z dwu czesci: T = T(9) + T() gdzie
T() = 7(d) _ czgS¢ symetryczna tensora T, T - czesc
niesymetryczna tensora 7.
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Tensor T(2) opisuje ruch obrotowy (typu ciata sztywnego), wiec nie wywiera wptywu
na tarcie wewnetrzne. Odpowiedzialny za tarcie wewnetrzne jest zatem tensor T(5):
. Ex Yz Yy
TE = 42 & 4 ||, (19)
Yy Ix ez
. Ovx . Ovy Ovx
Ex = 5y = QA €z = —
Ox dy 0z
1/0 0 1/0 o 0 o] (20)
q Vy Vz 0 Vz Vx q Vx Vy
== (24 ZE == == = + =2 .
Rt 2 < 0z 8y> W= 2 < ox 0z ) 7z < dy ox )
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Tarcie wewnetrzne

Ogolne réwnanie mechaniki osrodkéw ciagtych

d
pd—‘tl — pF + Div(S(® + s, (21)

Roztozylismy tensor S na dwie czesci: S(¢) — tensor sprezysty, S() —
tensor opisujacy tarcie wewnetrzne, znikajacy w stanie statycznym.

Rozwazmy ciecz, ptynaca w kierunku osi x z predkoscig u rosnaca ze
wzrostem y (Rys. 1). Na czastki pod elementem df = dx dy dziata sita
indx dzdu/dy, a na czastki nad nim sita —in dx dz du/dy
proporcjonalna do spadku predkosci i do elementu powierzchni,

7 — wspotczynnik lepkosci albo wspétczynnik tarcia wewnetrznego.
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i

Rys. 1: Warstwy cieczy i element powierzchni df = dx dy
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Réwnanie Naviera-Stokes'a

d 1
pid\t/ =pF —gradp + 37 grad divv + nAv, (22)
dv

— — pochodna substancjalna.
Réwnanie N-S czasami podaje sie w postaci podanej przez Maxwella

N (23)

dt

e — kinetyczny wspétczynnik tarcia (lub kinetyczna stata lepkosci).
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Hydrostatyka Paradoks hydrostatyczny
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Sformutowanie zagadnienia

Réwnanie Eulera

ov
P ot
W przypadku réwnowagi v = 0

=pF —gradp. (24)

pF =gradp. (25)

Réwnanie to jest stuszne zaréwno dla cieczy nielepkich i jak i dla
lepkich.
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Hydrostatyka

Dla cieczy niescisliwych jest liniowa funkcja potencjatu. Niech pole
sit masowych pochodzi od potencjatu sit grawitacyjnych

F=-kg=—grad V. (26)

k — wektor jednostkowy w kierunku osi z, g — przyspieszenie
ziemskie.

V=gz+c=gz. (27)
Jesli V(z=0)=0, to c=0.
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Paradoks hydrostatyczny

Mamy wiec
p=-pgz. (28)

Jesli ciecz znajduje sie w naczyniu otwartym, to na powierzchni
cieczy cisnienie jest state i réwne cisnieniu atmosferycznemu po.
Zgodnie z (28) powierzchnie réwnego cisnienia s3 horyzontalne,
wiec tu powierzchnia cieczy bedzie pozioma.

Whiosek:

w naczyniach potaczonych wysokosci stupéw cieczy s3 jednakowe i
nie zalezg od ksztattu naczynia — zjawisko to nazywamy
paradoksem hydrostatycznym.
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Hydrostatyka

Zasada Archimedesa

f

Rys. 2: Rysunek do wyprowadzenia zasady Archimedesa
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Hydrostatyka

Zasada Archimedesa

Niech w cieczy w stanie réwnowagi i na ktéra dziatajg sity masowe F
znajduje sie obce ciato zajmujace obszar 2, o powierzchni f (Rys. 2).
Obliczmy site wywierang przez ci$nienie cieczy na zanurzone w niej ciato.

Na element df powierzchni ciata dziata sita —n p df, czyli catkowita sita

P=— /gradpdT. (29)
Q
Z drugiej strony
gradp = pF, (30)
Z (29) i (30) ~~
P:—/de‘r. (31)
Q
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Zasada Archimedesa

Na ciato zanurzone w cieczy dziata sita parcia.
Gdy F jest polem sit grawitacyjnych, wtedy F = —kg, i

P= +gk/pd7'. (32)
Q

Catka m = [, pdT — masa w obszarze Q, czyli mc = g [, pdT -
ciezar cieczy w €. Zatem:

ciafo zanurzone w ptynie (cieczy, gazie) traci tyle na
ciezarze, ile wazy wyparty przez nie ptyn.
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Réwnanie Bernoulliego

Zatozenia

@ ciecz jest nielepka,

@ istnieje zaleznos¢ funkcjonalna h = h(p),
© ruch jest bezwirowy, czyli istnieje takie ¢, ze v = —gradp,
(%)

sity masowe s3 potencjalne, czyli istnieje takie V/, ze
F=—grad V.
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Réwnanie Bernoulliego

Dzieki zatozeniom 1 i 2 réwnanie Eulera mozna zapisa¢ w postaci
2

g\;—i—rotvxv:F—grad(U—i-‘;),

0/,, ;” (34)

(33)

Mechanika cieczy i gazéw



Prawo Stokesa

Prawo Stokesa

Prawo Stokesa

Na kulke o promieniu r poruszajaca sie z predkoscia v w cieczy o
wspétezynniku lepkosci 7, ale w taki sposéb, ze ruch cieczy
wzgledem kulki jest laminarny, dziata sita

F=6rnrv. (35)

Taka sama sita dziata oczywiscie na kulke nieruchoma umieszczona
w strumieniu cieczy poruszajacej sie z predkoscia v.
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Prawo Stokesa

Niech mata kulka o promieniu r spada swobodnie w cieczy lepkie;.
Dziata na nia sita ciezkosci skierowana pionowo w dét

4
Fa=37rpg, (36)
p — gestos¢ masy kulki.
W kierunku do géry dziata sita wyporu
4

Fg:§7rr3pcg, (37)

pPc — gestos¢é masy cieczy.
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Prawo Stokesa

W poczatkowej fazie ruchu kulka porusza sie ruchem
przyspieszonym, ale ze wzrostem predkosci rosnie sita oporu F i po
pewnym czasie wszystkie sity réwnowaza sie
i — iz — 7 =10 (38)
Mamy wiec
4
37 (p—p)g=6mnrv, (39)
skad
25—
:§p pcgrz. (40)
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Prawo Stokesa

@ Dla matych r predkos¢ spadania kulek jest mata, wiec np. mate
kropelki deszczu lub mate kropelki pytu opadaja bardzo powoli.

@ Prawo Stokesa mozna wykorzysta¢ do pomiaréw lepkosci
cieczy i gazéw.
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Koniec? :-(

Koniec wyktadu 8 J
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