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Wstep

O czym dzisiaj bedziemy opowiada¢?
O mechanice osrodkéw ciagtych! J
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Podstawowe réwnania MOC Odksztatcenie

Deformacja

Odksztatcenie

Wektor przemieszczenia

Rys. 1: Potozenie dwu punktéw przed i po przemieszczeniu
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Podstawowe réwnania MOC Odksztatcenie

Deformacja

Wektor przemieszczenia

Oznaczenia

r(x, y,z) — wektor potozenia punktu P;

dr = % = (dx, dy, dz) — wektor wzglednego potozenia punktu Q@
wzgledem punktu Q;

r+dr = (x+dx,y + dy,z + dz) — wektor potozenia punktu Q@
wzglgd.e)m poczatku ukfadu wspétrzednych;

p = PP = (&,n,() — wektor przemieszczenia punktu P;

Po = (_,)—6; = p + dp — wektor przemieszczenia punktu Q;

dr' = W = dr + dp — wektor potozenia wzglednego punktu Q’
wzgledem punktu P’
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Podstawowe réwnania MOC Odksztatcenie

Deformacja

Odksztatcenie

Z Rys. 1 widaé¢, ze |dr| # |dr'|. Takie zjawisko nazywamy
odksztatceniem osrodka materialnego.

Tensor przemieszczenia wzglednego

13 013 &
dé¢ =—d —d —d.
¢ Ox X+8y y+82 -

on on on
—dx+ —dy + —dz, 1
8xX+8yy+BzZ (1)

¢ ¢ ¢
d¢ =—d —d — d.
¢ ox X+8y y+8z &k

dn =

dp= Tdr, 2)

T — tensor przemieszczenia wzglednego.
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Podstawowe réwnania MOC Odksztatcenie

Deformacja

Tensor potozenia wzglednego

Z Rys. 1 widag¢, ze
dr' =dr+dp, (3)

dr' =dr+ Tdr=(1+ T)dr, (4)

"1" rozumiemy jako tensor jednostkowy
1 00

16wl =] 0 1 0. (5)
0 01

Oznaczenie: T =1+ T, i wtedy

dr' = T'dr. (6)




Podstawowe réwnania MOC Odksztatcenie

Deformacja

Odksztatcenie

Tensor przemieszczenia wzglednego T — jest na ogét tensorem
niesymetrycznym. Rozt6zmy go na czesé symetryczna T(5) i czesc
niesymetryczng T(2):
T=76) 470 (7)
TXX %(Txy ate 7—yz) %(sz atx sz)
76 = || 3(Ty + Ty) Tyy 3Tz + Ty) (8)
%(sz aF sz) %(sz =F sz) Tzz
0 %(Txy - TyZ) %(TXZ - sz)
T(a) — _%(Txy Tyz) 0 %(Tyz sz) (9)
_%(sz sz) %(Tyz sz) O
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Podstawowe réwnania MOC Odksztatcenie

Deformacja

Odksztatcenie

Woprowadzmy wektor

.1 1
(Tzy — TyZ) +1J E(sz = Tx) + kE(Tyz - TXy) (10)

Korzystajac z definicji tensora T (poréwnaj (1) i (2))

. (O0C On\ . [0§ OC on  0¢

@ ;=21 S_5 0%

2T _I<8y 82)4_J <8z 8x>+k(8x (‘3y) (11)
1

Oznaczenie: T(3) =y
u=_-rotp (12)

2
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Podstawowe réwnania MOC Odksztatcenie

Deformacja

Spis tresci

© Podstawowe réwnania MOC

@ Deformacja
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Deformacja

Oznaczenie: T() = T(9) — tensor odksztatcenia czystego (d jak

deformacja)

Podstawowe réwnania MOC

Exx Exy Exz Ex Vz
T =) ex ey e |=|| 7% &
Ezx Ezy Ezz Ty Ux
_gE o Ly g
=T ox %(_2(8Z+8y
_on o _1(9C %€
Y=oy W3 (8X+8z
_ g L7, dy
27 9z 72_2(5')/—’_8x

Odksztatcenie
Deformacja

(14)
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Podstawowe réwnania MOC Odksztalcenie

Deformacja

Ex, €z, €7 — odksztatcenie podtuzne (wzdtuzne, wasciwe,
jednostkowe)
Vx> Yy, Yz — odksztatcenie poprzeczne

Mozna tatwo pokaza¢, ze dla dowolnego wektora a i
niesymetrycznego tensora T

T@a=T@ xa (15)

gdzie wektor T(?) ma posta¢ (10)

.1 .1 1
1= 'E(sz = Tyz) +i] E(sz = Tz) + kE(Tyz —Ty)
czyli
dp =T dr+uxdr. (16)
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Podstawowe réwnania MOC Odksztatcenie

Deformacja

Geometryczna interpretacja tensora symetrycznego

Kazdy tensor symet

Cll

Rys. 2: Konstrukcja geometryczna wektora Ta za pomoca kwadryki tensorowe;j
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Podstawowe réwnania MOC Odksztalcenie

Deformacja

Geometryczna interpretacja tensora symetrycznego

Réwnanie kwadryki

Rozwazmy wszystkie wektory a spetniajace réwnanie
aTa= F(ax,ay,a,)=const #0. (17)

F= TXXai 4+ Tyyaf, 4+ Tzzaf +2T,yaxa, +2T,a,a, +2Taax. (18)

Jest to réwnanie powierzchni drugiego stopnia, ze $rodkiem w
poczatku wektora a — kwadryka tensorowa — geometryczna
reprezentacja tensora symetrycznego T.

1 .0F OF OF 1
= — — |— k = — F 1
2 I(?ax +Jaay + Baz) grad £, (19)

.
a 2

czyli wektor Ta jest réwnolegty do wektora normalnego n.
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Podstawowe réwnania MOC Odksztalcenie

Deformacja

Geometryczna interpretacja tensora symetrycznego

W ogdlnosci wektory a i Ta maja rézne kierunki, ale jak wida¢ z Rys. 2,
oba wektory sg réwnolegte, jesli wektor a lezy na jednej z trzech osi
gtéwnych kwadryki tensorowej. Jesli wybierzemy prostokatny uktad
wspoétrzednych u, v, w z osiami wzdtuz osi gtéwnych kwadryki i z
wersorami iy, j,, Ky, to

aTa= T,a2+ Twa>+ Tuwas . (20)
Wektor Ta
Ta= iu 7—uuau +Jv 7—vvav + kW TWWaW 5 (21)

czyli wektor Ta ma sktadowe na osiach gtéwnych wydtuzone w stosunku
do wektora a { Ty, Twv, Tww } - krotnie. Stad pochodzi stowo tensor, od
(fac. tendo, tentendi, tentum) lub poetycznie tensum — wydtuzaé.
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Podstawowe réwnania MOC Odksztalcenie

Deformacja

Wydtuzenie gtéwne

es 0 O
TO =0 & 0 |. (22)
0 0 ey
€u,Ev, Ew — Wydtuzenia gtéwne.
dr =i,du+j,dv+ky,dw. (23)
Z (22)i(23) ~
dpy = TDdr =i,e,du+joe,dv + kyendw. (24)
Kwadryka tensora T
drTDdr = e, du? + £,dv? + e, dw? . (25)
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Podstawowe réwnania MOC Odksztalcenie

Deformacja

Wydtuzenie gtéwne

Interpretacja wydtuzen gtéwnych

Z (24) ~
déy = eydu, dng =e,dv, d(y = e, dw, (26)

czyli
Cde  dng . de

T d T A &

Tak wiec, np. wydtuzenie gtéwne €, oznacza wzgledna zmiane odlegtosci,
czyli zmiane odlegtosci na jednostke dtugosci.

Jezeli przed odksztatceniem odlegtos¢ dwu punktéw wynosita du, to po
odksztatceniu wynosi ona

du+d&q = (1+¢e,)du. (28)

Analogicznie dla pozostatych kierunkéw.
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Podstawowe réwnania MOC

Odksztatcenie
Deformacja

WHtasciwe odksztatcenie objetosciowe
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Rys. 3: Zmiana objetosci kostki na skutek odksztatcenia
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Podstawowe réwnania MOC Odksztatcenie

Deformacja

WHtasciwe odksztatcenie objetosciowe

Objetos¢ kostki
V=3 (29)
Wskutek odksztatcenia krawedzie kostki ulegna wydtuzeniu:
Aly=1(1+c¢eu), AL =11+¢ev), Alw =1(1+cew). (30)
Nowa objetos¢ kostki:

V =Pl +e)A+e)A+ew) = PA+eu+ev+ew).. (31)
bo &; — mafe. Zmiana objetosci: AV = V/ — V. Wzgledna zmiana objetosci (na
jednostke objetosci):

AV

7:€u+€v+5w- (32)
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Podstawowe réwnania MOC Odksztalcenie

Deformacja

WHtasciwe odksztatcenie objetosciowe

Suma wyrazéw na gtéwnej przekatnej tensora jest niezmiennikiem ze
wzgledu na zmiane ukfadu wspétrzednych (slad), wiec

Av

V :Ex+6y+€za (33)

ale
AV _9¢  9n  9¢
% _8x+8y+5‘z’ (34)

czyli wtasciwe odksztatcenie objetosciowe 6

AV

gdzie

@—¢extey tez. (36)




Podstawowe réwnania MOC Odksztalcenie

Deformacja

Odksztatcenie poprzeczne

//// -7 ’\/Vx >

0 y

Rys. 4: Scinanie kwadratu w ptaszczyznie y, z
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Podstawowe réwnania MOC Odksztatcenie

Deformacja

Odksztatcenie poprzeczne

Z okreslenia tensora T(9) (wzor (13))

d&q = exdx +7,dy + vydz,
dng = vzdx + €, dy + v« dz, (37)
dCq = yydx + yxdy + €,dz.

Zatézmy, ze tylko 5 # 0, reszta znika. Wtedy:

dég =0, dng =vxdz, d{g = xdy. (38)
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Podstawowe réwnania MOC Odksztalcenie

Deformacja

Odksztatcenie poprzeczne

@ Punkty leza na osi x: ~» dy = dz = 0 — punkty lezace na osi x
nie zmieniaja potozenia;

@ Punkty leza na osi y: ~» dx = dz = 0 — w kierunku osi z
mamy przesuniecie proporcjonalne do dy, a o$ y doznaje
obrotu w kierunku osi z 0 kat vy (tgVx = Vx);

@ Punkty leza na osi z: ~» dx = dy = 0 — obrét osi z w kierunku
osi y o kat vx.

W szczegdlnosci, kwadrat lezacy w ptaszczyznie prostopadtej do osi
x, przyjmuje ksztatt rombu (por. Rys. 4). Mamy zmiane ksztattu
bez zmiany objetosci.
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Kinematyka o$rodkéw ciggtych

Kinematyka osrodkéw ciagtych

Definicja predkosci

Predkoscia punktu osrodka nazywamy w mechanice osrodkéw
ciagtych wektor:

op(x,y,z,t) <3£ on 0¢

V(X7y7z7t):T: 61"81"61'> (X,y,Z,t). (39)

Definicja przyspieszenia

Przyspieszeniem punktu osrodka nazywamy w mechanice osrodkéw
ciagtych wektor:

a = (vgrad)v + Ov

TR (40)
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Pochodna lokalna i substancjalna

Pochodna lokalna i substancjalna

Rozwazmy pewng wielkos¢ fizyczna ¢ — skalar, wektor lub tensor:

¥ = 90("7 t) :go(x,y,z, t)'

Mozna postapi¢ dwojako:
@ albo rozpatrywa¢ zmiane ¢ w ustalonym punkcie przestrzeni;

@ albo bada¢ zmiany ¢ dla ustalonego, poruszajacego sie punktu
osrodka.
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Pochodna lokalna i substancjalna

Pochodna lokalna i substancjalna

Pochodna lokalna

Ad 1. Zmiane ¢ w ustalonym punkcie przestrzeni r opisuje
pochodna lokalna wielkosci .

8790 — [f= QO(I’, t+ At) B QO(I’, t)
Ot  At—0 At

. (41)

Pochodna materialna

Ad 2. ¢(r, t) — wartos¢ w chwili t w punkcie r.

dy . p(r+vAt t+ At) — p(r, t)
- — . 42
dt  armo At (42)
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Pochodna lokalna i substancjalna

Pochodna lokalna i substancjalna
Pochodna materialna
Po rozwinieciu w szereg i odrzuceniu wyrazéw wyzszego rzedu

dp [
e (vgrad)p + TR (43)

Whioski

© Predkos¢ v jest pochodna lokalng wektora przesuniecia wzgledem
czasu (por. (39)):

_Op

ot

@ Przyspieszenie a jest pochodna substncjalna wektora predkosci
v(r, t) wzgledem czasu (;Zlor. (40)):

_ Yy _
=
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Dynamika osrodkéw ciagtych

Wektor napiecia

Sn

Rys. 5: Wektor napiecia
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Dynamika osrodkéw ciagtych

Wektor napiecia

Wektor napiecia S, df — opisuje wzajemne oddziatywanie dwu
czesci osrodka ciggtego rozdzielonych myslowo dowolna
powierzchnia; stanowi on site powierzchniowa, z jaka czes¢
elementu df, wskazanej przez wektor normalny n, dziata na czes¢
ciata znajdujaca sie po przeciwnej stronie df. Charakter tego
oddziatywania, niezaleznie od wtasciwosci stykajacych sie
materiatéw, jest taki sam.

fem]?

Wymiar sity: 77777777

Wymiar napiecia:
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Dynamika osrodkéw ciagtych

Twierdzenie Gaussa

/ div Tdv = / T ndf . (44)
R S

Wektor napiecia

Wektor napiecia mozna zapisa¢ tensorowo:
S,=Sn. (45)
gdzie
Sxx Syx Szx
S=| Sy Sy S (46)
sz Syz Szz
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Dynamika osrodkéw ciagtych

/S,,df:/Sndf:/diVSdT. (47)
F F R

Réwnanie ruchu

/pmd" /medT+/Sndf, (48)
dt E

— gestos¢ masy osrodka; F — sita zewnetrzna dziatajaca na
jednostke masy, sita masowa; S, — napiecie powierzchniowe.

/ <pmdv — pmF — div 5> dr=0. (49)
R dt
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Dynamika osrodkéw ciagtych

Réwnanie ruchu

pmil_me+diV5. (50)
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Spis tresci

© Dynamika osrodkéw ciagtych
o Ciato sprezyste
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Ciato sprezyste

Ciato idealnie sprezyste
to takie, dla ktérego napiecia S, s3 jednoznacznymi funkcjami

odksztatcen €mp:
S — fw(Emn) - (51)

Mozna pokaza¢, ze tensor napie¢ S, jest symetryczny, co mozna
zapisac
Ox Tz Ty
S=| 1z g 7w |- (52)

Ty Tx Oz
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Ciato sprezyste

Prawo Hooke'a
Robert Hooke ogtosit swe prawo w roku 1676 w postaci anagramu:

ceiiinosssttvu

co oznacza ut tensio sic vis
co oznacza jakie rozciaganie, taka sifa
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Ciato sprezyste

Ciafo idealnie sprezyste

Rozwijamy wyrazenie (53) w szereg, pomijamy wyrazy wyzszego
rzedu, otrzymujemy uogdlnione prawo ruchu: sktadowe tensora
napie¢ sa funkcjami liniowymi sktadowych tensora odksztatcen w
kazdym punkcie ciata sprezystego: o = cjjxcw- Np. (gdy nie ma
napie¢ wstepnych, wtedy wielkosci state znikaja):

Ox = Cl1€x + C126y + C13€; + C1427x + €152, + 1627,  (53)

Tx = C41€x + Ca2€y + Ca3€, + Caa27yx + Ca52yy + a6y,  (54)
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Ciato sprezyste

Energia

Podczas odksztatcenia osrodka sity zewnetrzne masowe i
powierzchniowe wykonuja na ogét pewna prace, ktéra czesciowo
jest zmieniana na energie kinetyczna, a czeSciowo na energie
potencjalna. Mamy wiec

oU+ 6Ex = 6A+46Q, (55)
0U — przyrost energii potencjalnej; dEx — przyrost energii kinetycznej; 6 Q

— dostarczone ciepto; 0A = 0As + 0A,: A, — praca wykonana przez sity
masowe, As — praca wykonana przez sity powierzchniowe.

Gdy ciepto nie jest dostarczane, to dV jest rézniczka zupetna (wniosek z
rozwazan termodynamicznych)
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Ciato sprezyste

Redukcja statych sprezystosci

W ogélnosci liczba statych sprezystosci wynosi 81. Jesli nie ma
napie¢ poczatkowych i ¢, = ¢, liczba statych redukuje sie do 21.

Ciato izotropowe

to takie, dla ktérych potencjat sprezysty nie zalezy od zmiany
ukfadu wspétrzednych, czyli da sie wyrazi¢ przez niezmienniki.

A\
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Ciato sprezyste

(56)

J1=¢éx+te tez,
Jy = Ex Yz €y  Tx €z Oy (57)
Yz Ey Ix €z Vy €z
Ex Yz Oy
S=|z €y Ty (58)
Ty Ix Ez
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Ciato sprezyste

Ciato izotropowe — niezmienniki

Ciato sprezyste izotropowe bez napie¢ poczatkowych
v(J1,h0) = A2+ Bh >0 (59)

(tylko dwie state sprezystosci, J3 nie ma, bo trzeciego rzedu).

Ciato sprezyste izotropowe z napieciami poczatkowymi
v(J1,h2) = —Ph + A2 +Bh >0 (60)

A =0, B=0 napiecia tworzg tensor kulisto-symetryczny, czyli jednakowy w
kazdym kierunku. Taka sytuacja zachodzi w cieczach:

Ox =0y =0z = —P,

(61)

Tx =Ty =Tz =0.
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Ciato sprezyste

Dynamika osrodkéw ciggtych

Koniec? :-(

Koniec wyktadu 7 ]

Romuald Kotowski Mechanika o$rodkéw ciagtych



	Spis tresci
	Main Talk
	Wstep
	Podstawowe równania MOC
	Odkształcenie
	Deformacja

	Kinematyka osrodków ciagłych
	Pochodna lokalna i substancjalna
	Dynamika osrodków ciagłych
	Ciało sprezyste



