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Wstep

Fale s3 wszedzie. | jest ich bardzo duzo w réznych formach. Mamy

fale ptaskie i kuliste. Mamy fale objetosciowe i powierzchniowe.

Mamy fale morskie i fale dzwiekowe. Fale powstajace w wyniku

pomachania reka, fale kibicéw na trybunach ...

Nalezy odrézni¢ fale od sygnatu:

e Fala: zaburzenie osrodka przemieszczajace sie z okreslong

predkoscia w okreslonym kierunku. W przypadku fal
elektromagnetycznych — to zaburzenie pola.

e Sygnat: mierzalne (zmienne w czasie) zaktécenie osrodka.
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Wstep

Rys. 1: Fala przybojowa, pojawiajaca sie tylko na ptytkiej wodzie (czemu takich fal nie
ma na wodach gtebokich?)
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Wstep
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Rys. 2: Intuicyjna definicja fali: zaktécenie przemieszczajace sie przez osrodek
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Fala: dowolny mierzalny
sygnat, przemieszczajacy sie z
jednej czesci osrodka do innej z
okreslona predkoscia propagacji
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Spis tresci

© Matematyczna reprezentacja fal

@ Reprezentacja fal jednowymiarowych
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Bedziemy rozwaza¢ fale w drgajacych strunach, dtugich cienkich
rurach, drogach jednopasmowych ..., czyli fale propagujace sie
wzdtuz okreslonych linii.

Jednowymiarowa fala reprezentowana jest przez funkcje u dwu
zmiennych — potozenie x i czas t, czyli:

u = u(x,t)
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Dynamika i kinematyka fal opisywane sg réwnaniami rézniczkowymi
czastkowymi (uktadami réwnan)

Partial Differential Equations

gdyz funkcja u(x, t) zalezy od wielu zmiennych.

B ou ou 9%u

= -, u_—7 Ut = 5. - -
ot 7 Ox T dtox’

Ut

Ponizej przytoczymy kilka przyktadéw réwnan, ktérych rozwiazania
mozna interpretowaé jako fale.
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Przyktad 1. Réwnanie transportu
ur+cu,=0.

opisuje np. rozlewanie sie zanieczyszczenia w szybkim strumieniu
cieczy, tu u(x, t) reprezentuje koncentracje zanieczyszczenia. W
punkcie x, zanim zanieczyszczenie do niego dotrze u = 0, jak
dotrze to jest jakies tam, a po chwili znéw znika.

Przyktad 2. Réwnanie dyfuzji, réwnanie przewodnictwa
(ciepta, pradu elektrycznego)

ur = D uy, .
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Przyktad 3. Zlinearyzowane réwnanie Burgersa
Ut+CUX:DUXX7
to kombinacja réwnania transportu i réwnania dyfuzji.

Przyktad 4. Nieliniowe réwnanie Burgersa
U + vty = D Uy,

podstawowe réwnanie mechaniki cieczy, bedace kombinacja réznych
proceséw transportu i dyfuzji. Dla D = 0 staje sie nielepkim
rownaniem Burgersa

ur+uu, =0,

jest klasycznym przypadkiem fal uderzeniowych.
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Przyktad 5. Réwnanie drgajacej struny gitarowej — réwnanie
falowe
Ut = C2 Uyx -

Powyzsza nazwa wcale nie oznacza, ze jest to jedyne réwnanie
opisujace ruch falowy.

Przyktad 6. Réwnanie Kortewega-deVriesa
Ut + Uy + U =0,

zostato otrzymane w roku 1895 przez Kortewega i deVriesa
modelujacych fale na powierzchni ptytkiej wody. Szczegélnym
zainteresowaniem cieszg sie pewne rozwigzania tego réwnania
zwane solitonami.
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Spis tresci

© Matematyczna reprezentacja fal

o Fale biegnace i stojace
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Funkcja reprezentujaca fale biegnaca ma postaé
u(x, t) = F(x — ct), (1)

f — funkcja jednej zmiennej, ¢ — niezerowa stata.
Jesli ¢ > 0 — fala przemieszcza sie z predkoscia ¢ w kierunku
zgodnym z uktadem wspétrzednych; dla ¢ < 0 — przeciwnie.

Przyktad 7. Znalez¢ rozwiazanie réwnania falowego

Ut = aly, stataa>0,

w postaci fali biegnace;.
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Zaktadamy rozwigzanie w postaci u(x,t) = f(x — ct) i
rézniczkujemy

u(x,t) =[x —ct)](x —ct)y = —cf(x—ct),
ux(x,t) = [f/(x —ct)](x —ct)x = f'(x —ct).
Rézniczkujemy drugi raz

u(x,t) = [—cf"(x — ct)](x — ct)s = A f"(x — ct),

U (X, t) = [—cf'(x — ct)](x —ct)x = f'(x — ct).
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Podstawiamy do réwnania falowego i otrzymujemy
Af'(x—ct)=af"(x—ct).
Ktadac z = (x — ¢ t) mamy
(> —a)f"(z) =0,
dla wszystkich z. Musimy rozpatrzy¢ dwa przypadki: c® = ai c®> # a
@ jeslic®>=a
u(x,t) = f(x —+vat), u(x,t)="Ff(x++at).

Przyktady rozwiazan:
u(x,t) =sin(x —\/at),
u(x, t) = (x + Vat)*,

u(x, t) = e (x—var? ;
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

@ jesli =0

f(zy=A+Bz,
B £ 0 by profil f nie byt staty.
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Spis tresci

© Matematyczna reprezentacja fal

@ Front fali i impuls
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Reprezentacja fal jednowymiarowych

Matematyczna reprezentacja fal Fello [Hemmrre i Gxsties

Front fali i impuls
Cigg impulséw i dyspersja

Front fali, to np. gwattowna zmiana pogody.

ko

i1 | -Sae== R

Rys. 3: Profil fali w chwili ¢
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Fala biegnaca postaci u(x, t) jest frontem fali, jesli dla dowolnej
chwili ¢
u(x,t) — ki, gdy x — —o0,

U(X7t)—)k2’ gdyx—>oo,

dla pewnych statych kq i ko .
W przypadku, gdy ki = ky front fali nazywamy impulsem.
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Spis tresci

© Matematyczna reprezentacja fal

o Ciagg impulséw i dyspersja
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Fala biegnaca typu u(x, t) = cos(2x + 6t) nie jest frontem fali ani impulsem, ale
przyktadem innego typu fali.

cos(2x)
1,5 - 27n/k
N <
AAAANANA
0 ‘ : : :
05 P 2/ 3 5/ 6 7\ 8/ 9 10
1
1,5 -

Rys. 4: Jeden cykl ciagu impulséw
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Fala biegnaca, ktéra mozna zapisa¢ jako
u(x,t) = A cos(kx —wt) lub  wu(x,t) = A cos(kx + wt),

A#0, k>0 i w> 0 - state, nazywana jest ciggiem impulséw.
Jesli przepiszemy powyzsze w postaci

u(x,t) = A cos [k (x—%t)} )

to widag¢, ze jest to
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

o fala biegnaca, czyli o postaci u(x, t) = f(kx — wt);

e o profilu f(z) = A cos(kz);

@ przemieszczajaca sie z predkoscia ¢ = w/k (patrz rysunek 4);

@ f(z) jest funkcja periodyczna.
k — liczba falowa, okreslajaca liczbe cykli w okienku o dtugosci
27
w — czestotliwo$¢ kotowa, okreslajaca liczbe cykli fali
przechodzacych przez okreslony punkt x w ciagu przedziatu czasu
2.
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Nie wszystkie k i w sa dopuszczalne. Aby okresli¢ ktére sa,
wstawiamy rozwiazanie do réwnania i znajdujemy zwigzek

w=w(k),
zwany zwigzkiem dypersyjnym, dyspersj3a.
Przyktad 8. Réwnanie Kleina-Gordona
Uy = alUxx — bu, (2)

a, b—state, >0,
modeluje poprzeczne drgania struny z liniowa sita wymuszajaca.
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Ciag impulséw jest rozwigzaniem tego réwnania, jesli

— w? A cos(kx — wt) = a[—k* A cos(kx — wt)] — b A cos(kx — wt),
3)

A(w? — ak? — b) cos(kx —wt) = 0. (4)

lub

v
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Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Ciagg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Nasz zwiazek dyspersyjny ma posta¢ w? = ak® + b, czyli

w=+Vak?+ b, i wtedy
u(x,t) = A cos (kx —Vak?+b t)

; ak? + b (5)
X — T t 5
przemieszcza sie z predkoscia
ak2 + b \/ b \/ ab
C—\/kz— a+p— a‘i‘m, (6)

czyli ciag impulséw o wiekszej czestotliwosci przemieszcza sie z
mniejsza predkoscia. Réwnanie Kleina-Gordona jest
dyspersyjne.

= A cos

Romuald Kotowski W6 Drgania i fale



Reprezentacja fal jednowymiarowych
Fale biegnace i stojace

Front fali i impuls

Cigg impulséw i dyspersja

Matematyczna reprezentacja fal

Przyktad 9. Réwnanie transportu
ur+au,=0. (7)
Ciag impulséw jest rozwigzaniem tego réwnania, jesli
w A sin(kx — wt) + a[—kA sin(kx —wt)] =0, (8)

lub
A(w — ak)sin(kx —wt) =0, 9)

czyli zwiazek dyspersyjny ma posta¢ w = ak.

Dla kazdej liczby falowej, ciag impulséw przemieszcza sie w kierunku
dodatnim ze statg predkoscia ¢ = a. Roéwnanie transportu nie jest
dyspersyjne.
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Réwnanie Kortewega-deVriesa KdV

Obserwowatem todz ciagniona przez pare koni w waskim kanale.
Nagle t6dz sie zatrzymata — ale nie masa wody w kanale, ktéra
kontynuowata swaj ruch, poruszajac sie do przodu z duza
predkoscia, zachowujac swa forme duzego, gtadko zaokraglonego
pojedynczego watu wody i swa predkosé. Sledzitem j3 z konia jak
poruszata sie z predkoscia osiem lub dziewie¢ mili na godzine, wciaz
zachowujac swa poczatkowa postac okoto trzydziestu stép dtugosci
i péttorej stopy wysokosci. Jej wysokos¢ stopniowo malata i po
pokonaniu jednej lub dwu mili przestatem jg widzieé.

J.S. Russel, 1844
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Réwnanie Kortewega-deVriesa KdV

Eksperymenty i obserwacje Russela przyciggnety uwage naukowcéw
(Boussinesq, Rayleigh, Stokes). W roku 1895 Korteweg i de Vries
otrzymali réwnanie modelujace wysokos¢ powierzchni ptytkiej wody
w obecnosci dtugich fal grawitacyjnych. Dla tych fal, dtugos¢ fali
jest duza w poréwnaniu z gtebokoscia wody.

Ut+(a]_+a2U)UX+a3UXXX:07 a, a3 # 0, (10)

jest nieliniowym réwnaniem trzeciego rzedu. Podstawienie
u = a; + a U i przeskalowanie zmiennych niezaleznych x i t daje

U + Uty + Uy = 0. (11)
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Réwnanie Kortewega-deVriesa KdV

Rys. 5: Profil impulsu, dla ktérego u(x,t), ux(x,t) i uxxx(x,t) zdazaja do 0, gdy
x — Foo.
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Réwnanie Kortewega-deVriesa KdV

Poszukujemy rozwiazania u(x,t) = f(x — ct) w postaci impulsu, z
c>0izu(x,t), udx,t) i uwx(x,t) zdazajacymi do 0, gdy
x — oo (patrz Rys. 5). Podstawiamy i

—f' =0, (12)

Catkujemy raz
—cf+%f2+f”:a, (13)

a — stata catkowania.
Z warunku znikania f(z) i f”’(z) dla z — 400, a musi znikac.
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Réwnanie Kortewega-deVriesa KdV

Mnozymy przez f’ i catkujemy ponownie

Ll L 1oono
S+ P S(F) = b (14)

Z warunku znikania w nieskonczonoéci b = 0.
Rozwiazujemy wzgledem (f')?

3(F)2 = (3c — )f?. (15)
Podstawiamy: g2 = 3¢ — f; skad mamy: f = 3c — g2, f' = —2gg’.

2V/3
3c — g2

g =-1. (16)
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Réwnanie Kortewega-deVriesa KdV

Rozktadamy na utamki proste i catkujemy obustronnie wzgledem z:

V3c+g
V3c—g

d — stata catkowania. Rozwigzujemy wzgledem g

>:—ﬁz+d, (17)

_ exp(—vcz+d)—-1 1
o0) = v3e ZEVEELD L g [szz—d)J :
18

v
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Réwnanie Kortewega-deVriesa KdV

Woracajac do starych oznaczen
f(z) = 3¢ sechz[%(ﬁ z—d)]. (19)
Przypomnienie:
sech(z) = 1/cosh(z), cosh(z) = %(eZ +e7%).

d nie wptywa na rozwiazanie (to tylko zwykta przesunigcie
argumentu), wiec ktadziemy d =0,

u(x, t) = 3csech? [\f(x — ct)] .
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Réwnanie Kortewega-deVriesa KdV

Soliton u(x,t)

Rys. 6: Profil rozwigzania réwnania KdV (soliton)

Russel stwierdzit, ze zaobserwowane przez niego fale na wodzie poruszaja sie tym
szybciej im s3 wyzsze. Ten fakt jest réwniez odtworzony przez nasze rozwiazanie, gdzie
amplituda fali wynosi 3c.
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Drgania a réwnanie falowe

Réwnanie falowe

Réwnanie falowe
2
Ut = C Uxx, (20)

modeluje drgania napietej struny (np. w gitarze).
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Drgania a réwnanie falowe

L 4

[ A

N\

Rys. 7: Przemieszczenie struny u(x,t) w chwili t w potozeniu x

u(x, t) — miara przemieszczenia struny w pofozeniu x w chwili t; ut(x, t) — pionowa
predkos¢ punktu x na strunie w chwili t; ug(x, t) — pionowe przyspieszenie punktu x
na strunie w chwili t; ux(x, t) — miara nachylenia struny w punkcie x.
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Drgania a réwnanie falowe

Sposéb drgan zalezy od materiatu z jakiego zrobiono strune i od
sity na nig dziatajacej. Robimy nastepujace zatozenia:
@ jednorodnos¢ struny: gesto$¢ masy na jednostke dtugosci p jest
stata;
o drgania ptaskie: struna pozostaje w swej ptaszczyznie drgan;

@ jednorodne napiecie: kazdy fragment struny wywiera na
sasiednie segmenty taka sama site T; kierunek tej sity zmienia,
gdyz jest zawsze styczny do struny;

@ brak innych sit;

@ mate drgania: nachylenie u, zawsze jest niewielkie.
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Drgania a réwnanie falowe

> f f >
X x+AXx

Rys. 8: Fragment struny S
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Drgania a réwnanie falowe

Wyprowadzenie réwnania falowego

Niech S bedzie odcinkiem struny lezacym miedzy punktami x a
x + Ax, gdzie Ax > 0 jest mate (Rys. 8). Réwnanie falowe jest
wnioskiem z drugiego prawa Newtona, ktére méwi, ze

(Masa S)- (Przyspieszenie S) = Sita catkowita dziatajaca na S,
(21)
gdzie przyspieszenie i sita dziataja w kierunku prostopadtym do S.
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Drgania a réwnanie falowe

Masa odcinka struny S:

X+Ax

Masa S = p / v/ 1+ (ux(s, t))?ds. (22)

dla matych wychylen |u,| < 1, wiec

x+Ax
Masa S =p / lds =pAx. (23)

X
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Drgania a réwnanie falowe

Przyspieszenie odcinka struny S:
uge(x, t) (24)

Sita dziatajaca na odcinka struny S: wektor styczny w punkcie x do struny ma
wspétrzedne —(1, ux(x, t), czyli sita rozciagajaca T dziatajaca na lewy koniec
segmentu wynosi:

(1, ux(x, t))

VIt (s 0]

Korzystamy jeszcze raz z zatozenia o matych amplitudach

(25)

\/1 + (ux(s, t))? = 1,
i wtedy pionowa sktadowa sity jest réwna

—T ux(x,t).

Romuald Kotowski W6 Drgania i fale



Drgania a réwnanie falowe

Powtarzamy rozumowanie dla prawego konca segmentu
T ue(x+ Ax, t).

czyli sita catkowita F. na S wynosi

Fe=Tu(x+ Ax,t) — T ux(x,t). (26)
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Drgania a réwnanie falowe

Podstawiamy powyzsze wyniki do réwnania (21)
(P AX) uge(x,t) = T ux(x + Ax, t) — T ux(x, t). (27)
Dzielimy przez Ax

UX(X + AX? t) — UX(X7 t)

t)=T
,Outt(X7 ) Ax >

co w granicy Ax — 0 daje

pu(x,t) = T ue(x, t).
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Drgania a réwnanie falowe

Ktadac ¢ = /T /p otrzymujemy tradycyjna postac¢ réwnania
falowego

Utt(Xa t) =c? UXX(X7 t) > (28)

Réwnanie przyjmuje bardziej skomplikowana postaé, jesli
uwzglednimy jeszcze inne sity, np.

pugw =T uyx — Fur — Ru+ f(x,t).

—F u; — sita tarcia (const. = F > 0);
—R u — liniowa sita zwrotna (const. = R > 0);
+f(x, t) — sita zewnetrzna (np. grawitacja).
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Drgania a réwnanie falowe

Rozwigzania réwnania falowego

Rozwiazaniami réwnania falowego sa fale biegnace
u(x,t) ="f(x—ct), u(x,t) =f(x+ct),
gdzie ¢ jest predkoscia propagacji fali. Poniewaz
c=VTTh.

to predkos¢ fali mozemy:

o zwieksza¢, zwiekszajac napiecie struny T,

@ zmniejsza¢, dobierajac materiat o wiekszej gestosci masy.
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Drgania a réwnanie falowe

Klasyczne réwnanie falowe jest jednym z wielu réwnan posiadajacym rozwigzania w
postaci fal. To réwnanie opisuje drgania struny, dtugiej smuktej belki, pradu i napiecia
w elektrycznej linii przesytowe;.

Rys. 9: Ekranowana linia przesytowa

i(x, t) — prad elektryczny; v(x, t) — napiecie pradu elektrycznego.
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Drgania a réwnanie falowe

Réwnanie linii transmisyjnej ma postaé
iX+CVt+GV:0,

Ve +Lis+Ri=0,

gdzie C — pojemnos¢ elektryczna na jednostke dtugosci kabla; G — uptyw (wyciekanie)
na jednostke dtugosci; R — opornos¢ elektryczna na jednostke dtugosci kabla; L —
induktancja elektryczna na jednostke dtugosci kabla.

Eliminujemy v (pierwsze réwnanie rézniczkujemy wzgl. x, a drugie wzgledem ¢t i
eliminujemy cztony vy: i vix, a nastepnie jeszcze raz uzywamy réwnanie drugie do
eliminacji vx). W wyniku dostajemy

ixx = (CL) iee + (CR + GL) it + (GR) i .
Podobnie mozemy wyeliminowa¢ i. Jesli R = G = 0, to otrzymujemy znane réwnania

falowe
Lo 2 _ 2
Itt = C Ixx , Vit = C Vxx ,

gdzie ¢ = /1/(CL).
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Drgania a réwnanie falowe

Pokazemy, ze rozwiagzanie réwnania falowego ust = c?uxx jest suma dwu fal
biegnacych, jednej w prawo, a drugiej w lewo

u(x,t) = F(x — ct) + G(x + ct).

Zagadnienie poczatkowe:

@ czastkowe réwnanie rézniczkowe
_ 2
Utt = C lUxx , —co<x<oo, t>0,

@ warunki poczatkowe
u(x,0) = f(x),
ut(x,0) = g(x),
moze by¢ sformutowane nastepujaco:
X+.Ct

u(x, t) = %(f(x —ct)+ F(x + b)) = ?lc / pers

x—ct
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Drgania a réwnanie falowe

Wiemy juz, ze rozwiazaniami sa dwie fale biegnace: h(x — cy) i
h(x + ct). Robimy zamiane zmiennych:

&(x,t) =x—ct, n(x,t) = x + ct,

s3 to wspétrzedne | $ledzace” fale biegnace z lewej i z prawej strony.
W tym nowym uktadzie wspétrzednych rozwigzanie buduje sie
fatwiej. Z definicji

U(X7 t) = U(f(X, t)v n(Xa t)) 0
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Drgania a réwnanie falowe

Rézniczkujemy
ur = Ut + Uyne = —clUg + cUy,

ue = —c(Uge€e + Ugyne) + c(Une&e + Upyne)
= —c(—cUg + CUgn) + C(—CUng + cUpy))
= C2 U&‘ — 2C2 Ugn + C2 U77777

u, = Ugfx + Unnx = Ug + UT]’

Uxx = (Uéégx + U{nnX) -+ (Unégx + Unnnx)
= (U££ + UEn) + (Un§ + UTm)
= Ug +2Uey + Upy .
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Drgania a réwnanie falowe

Po podstawieniu, dostajemy
Uepy = 0.

Catkujemy wzgledem 7 (Ugy, od 7 nie zalezy)
Ug = (8) -
Catkujemy wzgledem ¢

U(e,n) = / $(€)dE + G(n) = F(€) + G(n).

Wracajac do starych zmiennych

u(x,t) = F(x —ct) + G(x + ct) . (30)
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Drgania a réwnanie falowe

Przyktady rozwiazah réwnania falowego:
u(x, t) = et
u(x,t) =sin(x + ct),
u(x, t) = (x4 ct)?® + e~ (x—et)?

Dwa pierwsze réwnania reprezentuja fale biegnace w lewo i w prawo. Trzecie réwnanie
Jjest kombinacja fal w lewo i w prawo.

ct=0 - . t=05 =1 . =15

10| 10]° lio e
% 05 0.5 {\ jos _/V'Lo.s
0.0 10.0 |- 0.0 — o.or/\/\-

-5 9 S§-5 0 5-5 0 5«5 0 5

Rys. 10: Profile rozwiazania réwnania falowego z profilem poczatkowym
u(x,0) = e x"
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Drgania a réwnanie falowe

Robimy nastepujace zatozenia: potozenie poczatkowe u(x,0) i
poczatkowa predkos¢ u:(x, 0) sa dane dla wszystkich x (np. niech
beda réwne 0). Jesli w chwili poczatkowej potracimy strune, to w
chwili poczatkowej bedzie ona miata profil u(x,0) = f(x) i
predkos¢ u¢(x,0) = 0.

Rozwigzemy teraz nastepujace zadanie:

PDE:  wuw = 2 Uy, —co<x<oo, t>0,
IC: u(x,0) = f(x),

ut(x,0) = g(x) .
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Drgania a réwnanie falowe

Poszukujemy rozwiazania w postaci ogélnej:
u(x,t) = F(x —ct) + G(x + ct).
Wstawiamy warunki poczatkowe na potozenie
F(x)+ G(x) = f(x). (31)

i na predkos¢

—cF'(x)+ cG'(x) = g(x). (32)
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Drgania a réwnanie falowe

Dzielimy powyzsze przez c i catkujemy od 0 do x

X

~FO)+ 6(x) = ~F(0)+ 60)+ 7 [g(s)ds.  (33)
0

Réwnania (31) i (33) tworza uktad réwnan liniowych na F(x) i G(x)
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Drgania a réwnanie falowe

Rozwiazanie bedzie wiec mie¢ postac:
u(x,t) =F(x—ct)+ G(x+ct) =
x—ct
S x—ct) = S(-FO)+ 6(0) - 5 [ &ls)d
Sf(x—ct) =3 5c | &(s)ds
Ox+ct
) = 5(-FO) +60) ~ 5. [ glo)d
Sf(x+ct) =3 ~ g(s)ds
0
x+ct
~ e ay+ Lo —i—t)—i—l/ (s)d
= of(x—ct) + Sf(x 5o | 8(s)ds.
xX—ct
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Drgania a réwnanie falowe

Ostatecznie otrzymujemy rozwigzanie d’Alemberta

x+ct

u(x,t):;(f(x—ct)—i-f(x—i-ct))—i-;c/g(s)ds. (34)

x—ct

réwnania falowego. Jest to rzadki przypadek rozwigzania w jawne;j
postaci.
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Odbicie i zatamanie fal

Prawa zatamania i odbicia fal od powierzchni s3 powszechnie
znane: kat odbicia fali jest réwny katowi padanie, a kat zatamania
zalezy od rodzaju materiatéw, w ktérych fala sie propaguje.
Przypomnijmy, ze dla pewnych materiatéw i dla okreslonego
krytycznego kata padania moze pojawic sie fala powierzchniowa, a
dla katéw wiekszych od tego kata krytycznego moze nastapic¢
catkowite wewnetrzne odbicie. Tu na zakonczenie, chcemy zwréci¢
uwage na jeszcze jedng okolicznos¢. Fala moze byé¢ spolaryzowana
poprzecznie lub podtuznie, czyli drgania moga odbywac¢ albo w
kierunku propagacji fali, albo w ptaszczyznie do tego kierunku
prostopadtej. Predkosci tych fal sa na ogét rézne (istnieja pewne
wyréznione kierunki, tzw. osie optyczne lub akustyczne, w ktérych
te predkosci sa réwne), wiec w wyniku odbicia nastepuje
rozszczepienie tych fal (patrz Rys. 11). Fala biegnaca jest na ogoét
mieszaning wszystkich swych fal czastkowych.
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Odbicie i zatamanie fal

Rys. 11: Odbicie i zatamanie fal w osrodku falowym (a), i sprezystym (b)
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Odbicie i zatamanie fal

Koniec wyktadu 6 ]
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