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Wstep

Kilka stéw, o czym dzisiaj bedziemy opowiada¢.

Rys. 1: Petne zaémienie Stonca

N ——————————————————————————————————————,
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Kinematyka bryty sztywnej

Kinematyka bryty sztywne;

W przyrodzie ciata idealnie sztywne nie wystepuja. Mimo to, bardzo
czesto uzywa sie ich do modelowania réznego rodzaju zachowan
ciat niesztywnych, gdy odpowiednie deformacje mozna pomina¢,
przynajmniej w pierwszym przyblizeniu. Sytuacja taka wystepuje na
przyktad w badaniu ruchu planet w Uktadzie Stonecznym.

Z powodzeniem mozemy zaniedba¢ wybuchy wulkanéw na
Hawajach, gdyz ich wptyw na zmiane orbity Plutona jest minimalny.
Nowa i najwazniejsza cecha, jaka nalezy uwzgledni¢ przy
rozpatrywaniu ruchéw bryty sztywnej w poréwnaniu z ruchami
punktu materialnego, jest ruch obrotowy. Punkt materialny jest
pozbawiony rozciagtosci, wiec dopiero w tym rozdziale mozemy
zbada¢, jakie nowe elementy pojawiaja sie wraz ze zwiekszeniem
wymiaréw badanego obiektu.
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Kinematyka bryty sztywnej

Kinematyka bryty sztywne;

Méwimy, ze ciato sztywne porusza sie czystym ruchem obrotowym,
jesli kazdy punkt ciata porusza sie po okregu, a srodki tych okregéw
leza na linii prostej. Linie te nazywamy osig obrotu ciafa.

Z definicje tej wynika, ze do opisu czystego ruchu obrotowego ciata
wystarczy wybra¢ jeden jego punkt nie lezacy na osi obrotu
(dlaczego?) no i oczywiscie zdefiniowaé¢ o$ obrotu.
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Kinematyka bryty sztywnej

Kinematyka bryty sztywne;

X3

Rys. 2: Czysty ruch obrotowy ciata sztywnego wokét osi Ox3
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Kinematyka bryty sztywnej

Kinematyka bryty sztywne;

W ogélnosci ruch ciata sktada sie z ruchu postepowego (translacji) i
z ruchu obrotowego (rotacji). Ruch obrotowy moze odbywac sie
wokot osi obrotu lezacej poza ciatem (patrz Uktad Stoneczny) i
wtedy trzeba umie¢ okresli¢ potozenie osi uktadu wspétrzednych
sztywno zwigzanych z ciatem wzgledem nieruchomego ukfadu
wspétrzednych zwiazanego z wybranym uktadem odniesienia (Rys.
3). Ruchy obrotowo-translacyjne sa na ogét dosy¢ skomplikowane
(patrz np. ruch Ziemi wzgledem Stonca i ruch Ksiezyca wzgledem
Ziemi).
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Kinematyka bryty sztywnej

Kinematyka bryty sztywne;

X3 P
X2
r
X3 T,
O
X1
Xz
X1
Rys. 3: Uktady wspétrzednych: ruchomy (x1, x2, x3) i nieruchomy (X1, X2, X3)

R R4
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Kinematyka bryty sztywnej

Kinematyka bryty sztywne;

nuw i ruw

W celu opisania ruchu bryty sztywnej wprowadzimy dwa uktady
wsp6trzednych: nieruchomy uktad wspétrzednych (X1, Xa, X3) (nuw) i
ruchomy uktad wspétrzednych (xq, x2, x3) (ruw). Uktad ruchomy jest
sztywno zwigzany z bryta i bierze udziat we wszystkich jej ruchach. Ze
wzgledu na wygode, ukfad ten umieszcza sie w Srodku bezwtadnosci
bryty.

Liczba stopni swobody bryty sztywnej

Potozenie bryty sztywnej wzgledem nieruchomego uktadu odniesienia, i zwigzanego z
nim nieruchomego uktadu wspétrzednych, w petni jest okreslone przez potozenie
zwigzanego z nig uktadu wspétrzednych. Niech wektor R okresla potozenie poczatku
O ruchomego uktadu wspétrzednych. Orientacje osi tego ruw wzgledem nrw okreslaja
trzy niezalezne katy, wiec razem z trzema wspétrzednymi wektora R mamy szes¢
wspétrzednych.

Whiosek: kazda bryta sztywna to ukfad mechaniczny o szesciu stopniach swobody.
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Kinematyka bryty sztywnej

Kinematyka bryty sztywne;

Potozenie

Potozenie dowolnego punktu P bryty sztywnej o masie m w nuw okresla wektor

wodzacy r, a w ruw wektor wodzacy T. Infinitezymalne przemieszczenie dI' punktu P
sktada sie z translacji dR srodka bezwfadnosci i z przemieszczenia de - r wzgledem

srodka bezwtadnosci o infinitezymalny kat de, czyli

dl =dR+dp-r (1)
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Kinematyka bryty sztywnej

Srodek bezwtadnosci

Ped zamknietego systemu mechanicznego ma rézna postaé w réznych (inercjalnych)
uktadach odniesienia. Jesli uktad odniesienia O’ porusza sie wzgledem ukfadu
odniesienia O z predkoscia V, to predkosci v/ i v wzgledem tych ukfadéw odniesienia

taczy zwiagzek
v=v +V. (2)

Rys. 4: Uktady wspétrzednych: ruchomy i nieruchomy; dodawanie predkosci
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Kinematyka bryty sztywnej

Srodek bezwtadnosci

Zwiazek pedéw w ruw i nuw

Ciafo sztywne czesto traktuje sie jako uktad o skonczonej badz
nieskonczonej liczbie punktéw materialnych o masach punktowych
m; i o statych odlegtosciach miedzy nimi: m =", m; (prawo
addytywnosci mas). Ped ciata mozemy wiec zapisa¢:

P=p' +V) m, (3)

Zawsze istnieje taki ukfad odniesienia K’ w ktérym p’ = 0, wiec

P

= (4)
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Kinematyka bryty sztywnej

Srodek bezwtadnosci

Jesli ped catkowity uktadu mechanicznego jest réwny zeru, to jest
on nieruchomy wzgledem tego ukfadu odniesienia: predkos¢ V ma
sens predkosci ciata jako catosci: prawo zachowania pedu pozwala
okresli¢ kiedy ciato spoczywa, a kiedy jest w ruchu.

Uwaga: badajac zamkniety uktad mechaniczny korzystne jest
postugiwac sie takim ukfadem odniesienia, w ktérym jego srodek
bezwtadnosci spoczywa. Tym samym wytacza sie z rozpatrywania
Jjednostajny i prostoliniowy ruch rozwazanego ukfadu.

Wzér (4) mozna potraktowac jako pochodna po czasie wyrazenia
(Rys. 3)

> miT;

i

== (5)
> m

R




Kinematyka bryty sztywnej

Predkos¢

Jesli ruch ten zaszedt w czasie dt, to
dr dR dep
E_Va I_va I_Q’ (6)
czyli
v=V+Q-r. (7)
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Kinematyka bryty sztywnej

Prawo zachowania pedu

Srodek bezwtadnosci ciata porusza sie ruchem jednostajnym i
prostoliniowym
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Kinematyka bryty sztywnej

Energia

Energia wewnetrzna

Energia wewnetrzna E,, — energia spoczynkowa ukfadu
mechanicznego, sktada sie z energii kinetycznej wzglednego ruchu
czasteczek ciata i energii potencjalnej ich oddziatywania.

Energia catkowita

Energia catkowita E uktadu poruszajacego sie z predkoscia V

mV/?
2

E—

+ Ew (8)
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Kinematyka bryty sztywnej

Moment pedu

Prawo zachowania momentu pedu wynika z izotropii przestrzeni —
funkcja Lagrange'a powinna by¢ niezmiennicza ze wzgledu na obroty.

Rys. 5: Infinitezymalny ruch obrotowy
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Kinematyka bryty sztywnej

Moment pedu

Przyrost wektora wodzacego

|0r| = rsin-dp, dr=20p-r. (9)
ovV=24p-v. (10)

M:Z,-: <gfl_5r,+g\f’_5v,) =0, (11)
gfi =pi, ngl = pi, (12)
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Kinematyka bryty sztywnej

Niezmienniczos¢ Lagrangianu

Z (pi(0p - ri) + pi(dp-vi)) =0, (13)

. d
5<p2(r,-><p,'+v,-><p,-):5<pEZr,-><p,-:0. (14)

dtZr,xp,f—M—O (15)

Jest to prawo zachowania momentu pedu.
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Dynamika punktu materialnego

BYAEINILE!

Punkt materialny w przestrzeni 3D ma trzy stopnie swobody, co oznacza, ze moze
porusza¢ sie po linii prostej (ruch jednowymiarowy), po ptaszczyznie (np. po krzywej:
spirala, krzywa balistyczna, krzywa zamknieta) lub w sposéb absolutnie dowolny
(ruchy Browna).

Réwnanie ruchu

Rozpatrzmy réwnanie ruchu
F = mft, (16)

gdzie F - znana sita. Moze by¢ ona stata, czyli niezalezna ani od
potozenia r ani od czasu t, a m — masa punktu materialnego. Catkowanie
tego réwnania dla statej sity prowadzi do wyniku

1F ,
= A == " 17
r=ro+vp +2m (17)

Romuald Kotowski Kinematyka




Brak sity

Sita stafa

Swobodny spadek ciat
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Rzut poziomy

Dynamika punktu materialnego

Warunki poczatkowe

Jesli zatozymy, ze w chwili poczatkowej typ = 0 punkt materialny miat
potozenie rg i predkos¢ poczatkowa vg, to mozemy okresli¢ jego
potozenie w kazdym momencie, zaréwno dla czaséw t > tq jak i dla

t < to. Mozemy wiec przewidzie¢ zaréwno przysztos¢ jak i opowiedzie¢ co
byto w przesztosci. O takich sytuacjach méwimy, ze dotycza proceséw
odwracalnych.

Odwracalnosé

Problem odwracalnosci jest w fizyce jednym z najwazniejszych i mimo wielu wysitkéw
nie zostat jeszcze do konca rozwiagzany. Teorie proceséw nieodwracalnych sa duzo
bardziej skomplikowane i zawieraja wiele trudnych pojeé. Dziat fizyki traktujacych o
zjawiskach i procesach nieodwracalnych to termodynamika, chociaz na dobra sprawe
powinien raczej nazywac sie termostatyka. Ale wiecej o tym przy innej okazji.
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Rzut poziomy

Dynamika punktu materialnego

Bardzo ciekawa jest sytuacja, gdy
F=F(x,t). (18)

Zaleznos¢ od potozenia i od czasu moze by¢ dowolnie skomplikowana, w szczegdlnosci
moze to by¢ wektorowa funkcja nieliniowa. Rozwigzania takiego réwnania czasami
bardzo silnie zaleza od warunkéw poczatkowo - brzegowych, co prowadzi do chaosu, a

wiec do niemoznosci przewidzenia zachowania sie rozwigzania w wigkszych

przedziatach czasowych.
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Dynamika punktu materialnego

Réwnanie (16) to uproszczona wersja |l zasady dynamiki Newtona.
Zatozylismy tam, ze zaréwno sita F jak i masa m s3 wielkosciami
niezaleznymi od czasu. A przeciez wcale tak nie musi by¢. | na ogét tak
nie jest.

Sita i masa zmienne w czasie

F=F(t), m=m(t). (19)
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Dynamika punktu materialnego

Il prawo dynamiki Newtona

Newton sformutowat swe prawo tak:

F(e) = P00 (20)

gdzie p = mv — ped ciata.

Réwnanie to przyjmuje po wykonaniu operacji rézniczkowania nastepujaca postaé:

_ dm(t)
T dt

dv(t)

dt ’ (21)

F(t) v(t) + m(t)

czyli wzbogacone jest w poréwnaniu z réwnaniem (16) o pierwszy czton. Wida¢ wiec,
ze sita w sformutowaniu Newtona jest zalezna od czasu dzieki mozliwosci zmiany w
czasie zaréwno masy jak i predkosci.
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Rzut poziomy

Ruch jednostajnie przyspieszony

Przyspieszenie to zmiana predkosci na jednostke czasu. Jesli jest ono state, to
przyspieszenie Srednie ag, réwne jest przyspieszeniu chwilowemu:

Dynamika punktu materialnego

a—ag=——, (22)

gdzie v predkos¢ w chwili t, vo — predkos¢ poczatkowa w chwili t = 0. Z réwnania
(22) wynika, ze
v=v t+at. (23)

Jak wida¢, dla t = 0 predkos¢ v = vp, co jest zgodne z przyjetym przez nas
zatozeniem. Podobnie mozemy stwierdzié, ze

X =x0+ Ve t, (24)

gdzie

=3 (0 +v). (25)
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Swobodny spadek ciat
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Rzut poziomy

Dynamika punktu materialnego

Po wstawieniu réwnania (25) do (24) i po uwzglednieniu réwnania
(23) otrzymujemy

1
s:X:xo—l—vot+§at2. (26)

Réwnania (23) i (26) to dwa podstawowe réwnania pozwalajace
rozwiaza¢ kazde zadanie z ruchu jednostajnie przyspieszonego.
Zauwazmy, ze wystepuje w nich 6 wielkosci: s — droga, xp —
potozenie poczatkowe, vy — predkos$¢ poczatkowa, v — predkosé
chwilowa, a — przyspieszenie i t — czas.
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Spis tresci

© Dynamika punktu materialnego
@ Brak sity
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Dynamika punktu materialnego

Rozwiazanie (17) réwnania ruchu (16) w sytuacji, gdy na ciato nie dziata
zadna sifa, przyjmuje postac

r=ro+vot. (27)

r(t)

Vo(t) =tga

Rys. 6: Ruch punktu materialnego w przypadku braku sit
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Dynamika punktu materialnego

Prawdziwa dynamika zaczyna sie dopiero w momencie, gdy suma
wszystkich sit dziatajacych na ciato jest rézna od zera. Bogactwo
réznorodnych zjawisk jest przeogromne. Z koniecznosci
ograniczymy sie do kilku podstawowych przyktadéw.

Swobodny spadek ciat

Rys. 7: Spadek swobodny
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Dynamika punktu materialnego

Swobodny spadek ciat

Pojawiaja sie pytania: jak dtugo ciato bedzie spada¢ i jaka bedzie
jego predkos¢ w chwili uderzenia w powierzchnie?

W chwili uderzenia o powierzchnie r = 0, wiec rozwigzanie (17)
przyjmuje postaé

mg »
Sy 2
0 7 (28)
skad mamy natychmiast
2h
t=d4/—. 29
g ( )

To jest wynik pochodzacy z matematyki.
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Swobodny spadek ciat

Odpowiedz na drugie pytanie szybko znajdziemy z prawa zachowania energii
mechanicznej: energia potencjalna, jaka ma ciato w potozeniu r = h, w chwili
uderzenia zamieni sie catkowicie w jego energie kinetyczna, a wiec

1
mgh:imvz7 (30)

skad mamy
v=:=+\2gh. (31)

Zwréémy uwage, ze wynik ten zaprzecza naszemu codziennemu doswiadczeniu. We
wzorach (29) i (31) nie ma masy m. Wynika z nich, ze zaréwno piérko, jak i
wielotonowy ciezar, spadna na ziemie w takim samym czasie i beda miaty taka sama
predkos$¢ koncowa! Obserwowaliby$my takie zachowanie ciat gdyby poruszaty sie one w
prézni, a nie w powietrzu, gdzie wystepuja sity wyporu i tarcie i inne sity spowalniajace
ruch ku ziemi. A przeciez prézni nie ma! Tak przynajmniej twierdzit Arystoteles i
wszyscy jego nastepcy przez wiele stuleci.
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Rys. 8: Rzut ukos$ny (wystrzat z dziata) zgodny z fizyka Arystotelesa: kula moze
porusza¢ w gore i w dét tylko po liniach prostych
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Nieco historii

Ich doswiadczenie, podobnie jak nasze codzienne obserwacje, pokazywaty,
ze wszystkie ciezkie ciata ,pragna” znalez¢ sie jak najblizej srodka Ziemi, i
dopiero tam po dotarciu do najnizszego z mozliwych potozen zamieraja w
bezruchu. Ruch w jakimkolwiek innym kierunku jest mozliwy tylko za
pomoca ,poruszyciela” i trwa do chwili, gdy konczy sie jego dziatanie. Od
tego momentu ciato zaczyna poszukiwaé swego naturalnego szczescia w
prostym ruchu w dét (patrz rys. 8). Predkos¢ ciata zalezy od
napotykanego oporu osrodka przez ktory sie przemieszcza. Z tego witasnie
powodu Arystoteles twierdzit, ze préznia nie istnieje, w przeciwnym
bowiem razie ciata mogtyby sie przemieszcza¢ w jednej chwili na dowolnie
duze odlegtosci. Ale takiego faktu nigdy nie zaobserwowano, a wiec
prézni nie ma. Jest to przyktad teorii, w ktérej uwzgledniono tylko
niektére obserwowane fakty, a te ktére zaprzeczaty teorii i pogladowi na
$wiat, pomijano.
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Nieco historii

Pod koniec XV wieku Leonardo da Vinci na swych rysunkach pokazywat, ze tory kul
armatnich s3 tagodnie zakrzywione, ale nie podat naukowego wyjasnienia tego faktu.
W roku 1551 Fontana, zwany Tartaglia (Jakata), profesor matematyki z uniwersytetu
w Wenecji, opublikowat ksigzke pod tytutem Nova scientia, w ktérej dowodzit, ze kule
armatnie poruszaja sie po zakrzywionych trajektoriach i ze najwiekszy zasieg maja
wtedy, gdy lufy ustawi sie pod katem 45°. Ale prawdziwego przetomu w filozoficznym
pogladzie na $wiat odmieniajacy bieg europejskiej nauki dokonat dopiero jego uczen
Giovanni Benedetti. Sprawdzit on doswiadczalnie teorie Arystotelesa méwiaca, ze ciata
ciezsze spadaja szybciej niz ciata lekkie. Zwigzat mianowicie dwa ciata o jednakowym
ciezarze nicia o znikomej masie i badat, czy spadaja one dwa razy szybciej niz kazde z
ciat osobno. Niczego takiego jednak nie zaobserwowat. Wywnioskowat stad, ze ciata
spadaja z réznymi predkosciami, gdyz maja rézna zdolnos¢ do pokonywania oporu
powietrza, podobnie jak opisywane przez Archimedesa ciato zanurzone w wodzie.
Gdyby nie byto oporéw, wszystkie ciata spadatyby z jednakowa predkoscia. Ta hipoteza
musiata poczekaé na potwierdzenie do nastepnego stulecia, gdy wynaleziono maszyne
prézniow3.
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Rzut ukosny

Rozpatrzmy rzut ukosny ciata (punktu materialnego) z predkoscia
poczatkowa vo = v(t)|¢+=0 pod katem ag z wysokosci h nad
powierzchnia w polu grawitacyjnym z przyspieszeniem g
skierowanym zawsze do dotu (patrz rys. 9). Ciato jest punktowe i
nie napotyka na swej drodze zadnych oporéw, wiec w kierunku
poziomym nie bedzie ono doznawa¢ zadnego przyspieszenia (tu
raczej op6znienia). Bedzie réwniez zachowana ptaszczyzna jego
ruchu, czyli zagadnienie jest typu 2D. Predkos¢ v jest zawsze
styczna do toru, a tor w trakcie ruchu ciata ulega zmianie, wiec i
predkos¢ v bedzie sie zmieniac.
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V. A
y : |
a. Vx
Vyx a
h 1
Vy y V _
< x4 X
S S

Rys. 9: Rzut uko$ny
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Rzut ukosny

Z rys. 9 wynika, ze w kazdej chwili
vi(t) = v cosa(t), vy (t) = v sina(t). (32)

W momencie ponownego osiagniecia poziomu h kat o = —a®, wiec v}f’ = —vy, gdzie
vy — pionowa predkos¢ startowa, a v;’ — pionowa predko$¢ ponownego osiagniecia
poziomu h. W punkcie maksymalnego wzniesienia sie¢ nad poziom wyrzutu kat o« = 0°,
wiec vy = 0. Badanie ruchu punktu materialnego w zaproponowanym rzucie uko$nym
mozemy roztozy¢ na dwie czeSci: na ruch w obszarze | i na ruch w obszarze |I.
Warunki poczatkowe dla ruchu w obszarze |l to warunki, w jakich zakonczyt sie ruch w
obszarze |. Zwréémy uwage, ze ruchy w kierunku poziomym i pionowym odbywaja sie
niezaleznie — fakt ten znacznie ufatwi rozwiazanie analizowanego zagadnienia.
Zauwazmy réwniez, ze catkowita droga pozioma wynosi s = s; + sy;. (Indeksy 1 i I
bedziemy opuszczaé, gdy z kontekstu wynika jasno o jaki obszar chodzi.)
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Ruch w obszarze |

Punkt materialny o masie m wyrzucamy w gére pod katem «g. Poniewaz
Vx = Vox = Vo cos g = const (gdyz w kierunku poziomym przyspieszenie
nie wystepuje), wiec

S| = Vg ty, (33)

gdzie t; — czas potrzebny na ponowne osiagniecie poziomu h. W kierunku
poziomym x przebyta droga dana jest zmodyfikowanym wzorem (24)

X:X0+V0Xt: VOXt: VotCOSOlO7 (34)

gdyz xg = 0. Mozemy stad wyznaczy¢ czas potrzebny na przebycie drogi

X =5
X

t= (35)

Vo COS g
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Ruch w obszarze |

Ruch w kierunku pionowym jest ruchem przyspieszonym, wiec
vy (t) = vosina(0) — gt. (36)
Poniewaz mamy, iz
y:h+voyt—%gtzzh-l—(vosinao)t—%th. (37)
WstaV\Eia;'ac w réwnanie (37) czas z réwnania (35), otrzymujemy réwnanie trajektorii
y =y

. X 1 x2
y=h+sinag =B
cos g 27 v cos? ap

) (38)
=h-+ x tgag — L
2vZ cos? ag
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Ruch w obszarze |

Odlegtos¢ jaka przebedzie punkt materialny do ponownego
osiagniecia poziomu h wyliczamy z warunku y = h, czyli

x(gx—tgao> =0. (39)

2§ cos? ag

Rozwiazanie x = 0 nazywamy rozwigzaniem trywialnym i jest mato
ciekawe. Drugie rozwiazanie przyjmuje postac

2
_ 2y

V2
2 0
X = tg ap cos” ag =

g

sin2ayq . (40)
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Ruch w obszarze |
Mozemy stad obliczy¢ kat rzutu (dla katéw ag € [0°,90°]), przy ktérym
osiagany jest maksymalny zasieg dla ustalonej predkosci vp i dla statego
pola grawitacyjnego g

dx vé

£ 9
g

cos2ag = 0 ~ cos2ag = 0 ~ g = 45°. (41)
dao

Wstawiajac réwnanie (40) do réwnania (35) mozemy obliczy¢ czas
potrzebny do osiagniecia powtdrnie poziomu h
2 sin 2 2
t:M:—vosinao. (42)
Vog cosag g
Wida¢, ze ten czas jest najdtuzszy dla kata ag = 90°, czyli dla rzutu
pionowego w gore.
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Ruch w obszarze Il

Ruch punktu materialnego w obszarze |l nazywamy rzutem uko$nym w
dét. Gdyby nie byto poczatkowej sktadowej pionowej predkosci, bytby to
rzut poziomy. Punktem startowym ruchu punktu materialnego w obszarze
Il jest jego punkt koncowy w obszarze I. W punkcie tym

Vo = Vg, = const, v, = —vg, (patrz rys. 9). Droga do przebycia w
pionie wynosi h, czyli
1
h:fvoytfigtz. (43)

Jest to réwnanie kwadratowe ze wzgledu na czas t = tj;, wiec jego
rozwiazanie wyraza sie wzorem

_Voy :l: A/ ng —+ 2g h (44)

g

tip =
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Ruch w obszarze Il

Jedno z tych rozwiazan (dla h > 0) jest zawsze mniejsze od zera
(dlaczego?), a drugie jest wieksze od zera. No i oczywiscie pole

grawitacyjne tez musi by¢ rézne od zera (tu zaktadamy, ze jest

dodatnie).

Znajac czas, w jakim ciato przebywa w ruchu, mozemy obliczy¢

zasieg rzutu. Wynosi on oczywiscie

X)) = Vox b . (45)
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Rzut ukosny. Podsumowanie

Lg —voy—|—ﬂ/vgy—|—2gh

S=X +xy = sin 2a9 + Vox R
g g (46)

1
_n (2v0 sin 2y + cos ayg \/Vg sin? ag + 2g h) .
g

5 —voy + /5, +28h
t=1t +ty = — vosinag +
g g

1
== (vo sinaoJr\/vg sin2ao+2gh> .
g

R E———————————NNNNS———————————.
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Rzut ukosny. Podsumowanie

Maksymalne wzniesienie nad poziom ziemi

Extremum funkcji kwadratowej:

vg sin? oy

e I (48)

Ymax =
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Rzut poziomy

Rzut poziomy to rzut ukosny pod katem o = 0. Majac juz
znalezione réwnania dla ruchu ukos$nego, tatwo znajdziemy
wszystkie interesujace nas wielkosci.
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Mamy tarcie:
statyczne i kinematyczne, oraz
poslizgowe i potoczyste.

Czasami jest pozyteczne (gdyby go nie byto nie moglibySmy chodzi¢ ani jezdzi¢, nie
datoby sie utrzymaé niczego w reku, a gwozdzie i wkrety same by ze $cian wypadaty),
czasami szkodliwe (na przyktad w silnikach samochodowych zuzywa sie okoto 20%
paliwa na jego pokonanie). Tarcie ma na ogét charakter mezoskopowy, co oznacza, ze
przyczyna jego pojawienia sie s3 zjawiska wystepujace na poziomie posrednim
pomiedzy poziomem atomowym (mikro) a poziomem ciat duzych (makro). Tarcie
statyczne pojawia sie w chwili, gdy zaczynamy na ciato dziata¢ sita w celu wprawienia
go w ruch. tatwo sie przekonaé, ze sita ta jest wieksza od sity potrzebnej do
utrzymania ciata w ruchu. Przyczyna jest prosta, ale doktadny opis zjawiska jest czesto
bardzo skomplikowany. W kazdym razie, jesli chcemy, aby po wprawieniu ciata w ruch
poruszatfo sie ono ze stata predkoscia, to musimy nieco zmniejszy¢ dziatajaca site.
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Ciato spoczywajac ,zagtebia” sie w podfoze, lezy w malenkim ,doteczku’i
chcac je stamtad wydobyé musimy uzy¢ wiekszej sity niz na pokonanie
tylko mikrozadziorkéw wystepujacych na styku ciata i podtoza. W
rezultacie powierzchnia rzeczywistego kontaktu mezoskopowego obydwu
powierzchni jest nawet kilka tysiecy razy mniejsza od pozornego kontaktu
makroskopowego.

Technologia, zwana spawaniem na zimno, polega na bardzo precyzyjnym spasowaniu i
docisnieciu pod duzym cisnieniem ekstremalnie gtadkich powierzchni. Zachodzi tu
oddziatywanie powierzchni na poziomie atomowym i sklejone powierzchnie praktycznie
s3 nierozerwalne. Gdyby nie byto zadziorkéw, spawanie na zimno zachodzitoby
samoczynnie i wszelki ruch by ustat. Dzieki tym zadziorkom mozliwy jest wiec ruch
posuwisty. Jak zwykle, dobre rozwiazanie polega na umiarze. Tarcie ma czgsto
charakter skokowy, ktéremu towarzysza zjawiska akustyczne w postaci piskéw i
skrzypien. Jest to skutek losowego styku nieréwnych powierzchni. Nie zawsze s3 to
przyjemne dzwieki.
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Fe

Rys. 10: Tarcie poslizgowe i potoczyste, Fc — sita ciezkosci, F, — sita pociggowa, Ft —
sita tarcia, F, — sita reakgji

Romuald Kotowski Kinematyka



Tarcie

Tarcie w ptynach

Tarcie wystepuje nie tylko pomiedzy ciatami statymi. Wystepuje réwniez w ptynach,
gdzie czasteczki cieczy lub gazu ,,przyklejaja” sie do poruszajacego sie ciata, ktére musi
ten ptyn porozpychaé na boki i uwolni¢ sie od ciagnacych sie za nim drobinek ptynu.

W naszym modelu tarcia pomiedzy ciatami statymi przyjmujemy, ze
tarcie jest proporcjonalne do sity przyciskajacej do podfoza

Fr=pkFc. (49)

Na rys. 10 sita przyciskajaca jest tozsama z sitg ciezkosci. Przy
takim podejsciu, tarcie statyczne rézni sie od tarcia kinetycznego
tylko wielkoscig wspétczynnika tarcia . Wspotczynniki tarcia, jak
wynika ze wzoru (49), sa bezwymiarowe, a ich wartosci wyznacza
sie doswiadczalnie.
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Tarcie w ptynach

Opér stawiany poruszajacym sie ciatom w ptynach jest zjawiskiem bardziej
skomplikowanym. Tu tez oméwimy uproszczony model, w ktérym zaktadamy, ze ciato
porusza sie w gazie, np. w powietrzu, ma ksztatt bardziej owalny (np. pitka) niz
wydtuzony (np. oszczep) i ze ruch jest turbulentny, czyli ze za ciatem tworza sie wiry.
Przy tych zatozeniach zaleznos¢ sity oporu od predkosci wzglednej v dana jest wzorem

1
G:§Cp$v2, (50)

gdzie C — wyznaczany doswiadczalnie wspétczynnik oporu aerodynamicznego, p —
gesto$¢ masy gazu, S — pole przekroju poprzecznego ciata. Oczywiscie, w réznych
sytuacjach wielkosci te s3 zmienne, ale tu przyjmujemy, ze s3 state. Réwniez zaleznos¢
od kwadratu predkosci nie jest dana raz na zawsze, dla duzych predkosci moze to by¢
wyzsza potega v. Wielkos¢ C waha sie na ogét od 0.4 do 1.
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Tarcie w ptynach

Czasami wygodnie jest zgrupowa¢ wszystkie te parametry w jeden
mnoznik, i wtedy

Wzér (50) bardzo dobrze znaja narciarze. Narciarze zjazdowi kula
sie jak najbardziej przyjmujac pozycje ,na jajo”, by maksymalnie
zmniejszy¢ powierzchnie swego ,przekroju poprzecznego”, natomiast
skoczkowie narciarscy, chcac skoczy¢ jak najdalej, zwiekszaja te
powierzchnig, by jak najwolniej opada¢ w dét.
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Tarcie w ptynach

Réwnanie ruchu dla swobodnego spadku uwzgledniajacego opér powietrza ma postac
G—mg=ma, (52)
gdzie a — przyspieszenie w ruchu w dét. Podobnie jak w ruchu po réwni pochytej,

istnieje tu pewna predkos¢ maksymalna, po osiagnieciu ktérej ciato spada ze stata
predkoscia i nie przyspiesza juz wiecej.
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W tej sytuacji granicznej réwnanie (52) przyjmuje posta¢

G—-mg=0. (53)
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Po wstawieniu wzoru (50), mamy
1 2
ECpSV =mg, (54)

i otrzymujemy, ze predko$¢ graniczna v, wynosi

_ 2mg
vg—”icps. (55)
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Predkosci graniczne niektérych ciat w powietrzu

Ciato vg[m/s] | sgse,[m]

kula lekkoatlety 145 2 500

skoczek przed otwarciem spadochronu | 60 430

skoczek po otwarciu spadochronu 5 3

pitka tenisowa 31 115

pitka do koszykéwki 20 47

piteczka do pingponga 9 10

kropla deszczu (¢ = 1,5mm) 7 6
W tabeli podano wartosci v w m/s i droge sgs9,, jaka przebywa ciato zanim osiagnie
95% predkosci granicznej.
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Koniec wykfadu 4 J
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