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Dzisiaj b¦dziemy opowiada¢ o elektryczno±ci.

I o tym, i co z tego wynika!

Rys. 1: Model atomu wodoru
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De�nicje

Jednostki wielko±ci elektromagnetycznych

Nazwa Ozn. Opis

�adunek elektryczny [C] 1 A·s
Elementarny ªadunek
elektryczny

[e] 1.60217733 · 10−19[A·s]

Pr¡d elektryczny [A] wielko±¢ podstawowa, staªy pr¡d elektryczny
w dwu ∞ - dªugich prostoliniowych równo-
legªych przewodach o ∞ - maªym koªowym
przekroju w pró»ni w odlegªo±ci od siebie 1m
i dziaªaj¡cych na siebie z siª¡ 2·10−7 niutona
na metr

Nat¦»enie pola elek-
trycznego

[E] [E]= [N]
[C]

=
[
kg m s−2

A·s

]
Masa elektronu (spo-
czynkowa)

me 9.1093897 · 10−31 kg

Masa protonu (spoczyn-
kowa)

mp 1.6726231 · 10−27 kg
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Elektrostatyka to nauka o oddziaªywaniu ªadunków elektrycznych,

nieruchomych wzgl¦dem wybranego ukªadu wspóªrz¦dnych.

Istniej¡ tylko dwa rodzaje ªadunków elektrycznych: ujemny i

dodatni. �adunki jednoimienne odpychaj¡ si¦ od siebie, a ªadunki

ró»noimienne � przyci¡gaj¡.

Prawo zachowania ªadunku elektrycznego

Suma algebraiczna ªadunków elektrycznych w izolowanym ukªadzie

jest wielko±ci¡ staª¡. W ciele oboj¦tnym elektrycznie liczba

ªadunków ujemnych jest równa liczbie ªadunków dodatnich.
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�adunek elektryczny dowolnego ciaªa jest sum¡ jego ªadunków

elementarnych.

Elektron

Najmniejsza stabilna cz¡stka elementarna posiadaj¡ca jednostkowy

ujemny ªadunek elementarny nazywana jest elektronem. Masa

elektronu wynosi 9, 1 · 10−28g.

Proton

Najmniejsza stabilna cz¡stka elementarna posiadaj¡ca jednostkowy

dodatni ªadunek elementarny nazywana jest protonem. Masa

protonu wynosi 1, 67 · 10−24g.
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Prawo Coulomba

Siªa F12 oddziaªywania elektrostatycznego dwu punktowych

ªadunków elektrycznych q1 i q2 wynosi:

F12 = k
q1 q2

r2
r12

r
, (1)

r12 = −r21;
k � wspóªczynnik proporcjonalno±ci, zale»y od wªa±ciwo±ci o±rodka;

k =
1

4πε0ε
� w ukªadzie MKSA;

k =
1

ε
� w ukªadzie cgs;

ε0 = 8.5 · 10−12 [C 2/N · m2] � staªa elektryczna;
ε � wzgl¦dna przenikalno±¢ dielektryczna o±rodka, wskazuje ile razy w danym o±rodku
siªa oddziaªywania ªadunków zmniejsza si¦ w porównaniu z pró»ni¡.
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Pole elektromagnetyczne

W makroskopowej teorii pola elektromagnetycznego (PEM) nie
wnikamy w mikroskopow¡ (atomow¡) struktur¦ materii � zakªadamy
ci¡gªy rozkªad materii. Wªa±ciwo±ci PEM w ka»dym punkcie ciaªa
okre±laj¡ parametry materiaªowe:

ε � przenikalno±¢ elektryczna

µ � przenikalno±¢ magnetyczna

σ � przewodnictwo wªa±ciwe

Najcz¦±ciej przyjmuje si¦, »e nie zale»¡ one od stanu pola.

Przyjmuje si¦ równie», »e:

ρ = ρ(x, t) � g¦sto±¢ ªadunku elektrycznego

J = J(x, t) � g¦sto±¢ pr¡du elektrycznego

To ±wiadome ograniczenia zastosowania teorii.
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James Clerk Maxwell (1831-1879)

sformuªowaª swoja teori¦ w 1864 r.

Jest to synteza wszystkich poprzednio znanych praw

elektrodynamiki, a równocze±nie jest jej daleko id¡cym

uogólnieniem. Z jednego punktu widzenia opisuje elektrostatyk¦

(opis pola nieruchomych ªadunków), ±wiatªo i fale radiowe.

Zamiast mówi¢, »e ªadunek punktowy q1 dziaªa na ªadunek punktowy q2
siª¡ dan¡ wzorem Coulomba (Charles Coulomb, 1736 - 1806, sformuªowaª
sw¡ teori¦ w 1785 r.), mo»na powiedzie¢, »e ªadunek q1 wytwarza wokóª
siebie PEM, które z kolei dziaªa na ªadunek q2, który równie» wytwarza
wokóª siebie PEM. Gdy ªadunki s¡ nieruchome, to tylko inny opis
znanych faktów, nie wnosi to nowych aspektów �zycznych. Gdy ªadunki
poruszaj¡ si¦ wzgl¦dem siebie, to sytuacja zmienia si¦ radykalnie � pole
zaczyna odgrywa¢ istotn¡ rol¦, a wzór Coulomba przestaje wystarcza¢.
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Pr¦dko±¢ ±wiatªa c
∼= 3 · 108m/ s

Zmiana poªo»enia ªadunku q1 wpªywa na stan ªadunku q2 dopiero po upªywie
okre±lonego czasu: pole nabiera �zycznego znaczenia � ªadunek q1 oddziaªuje z polem,
a pó¹niej pole oddziaªuje z ªadunkiem q2.

q2 
q1 

q1 

x0 

x(t) 

x(t-τ) 
Rys. 2: Oddziaªywanie ªadunków przez pole
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Równania Maxwella

Równania Maxwella maj¡ kilka ró»nych sformuªowa«, ale zawsze
uwzgl¦dniaj¡ dwa podstawowe pola:

pole elektryczne E, i

pole magnetyczne H.

Ponadto, je±li pola te powstaj¡ w o±rodku materialnym, to pojawiaj¡ si¦
jeszcze dwa pola:

pole indukcji elektrycznej D, i

pole indukcji magnetycznej B.

Pola te maj¡ swoje ¹ródªa: pole elektryczne � ªadunki elektryczne, a pole
magnetyczne � pr¡dy elektryczne, przy czym pr¡dy elektryczne nie tylko
wzbudzaj¡ pole, ale równie» pod wpªywem pola powstaj¡. W
przewodnikach pr¡dy mog¡ powstawa¢ równie» pod wpªywem ró»nicy
koncentracji ªadunków lub ró»nicy temperatur.
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Poj¦cie 'ªadunek punktowy' nale»y rozumie¢ analogicznie jak 'punkt
materialny' w mechanice. G¦sto±ci ªadunków punktowych nie mo»na
opisa¢ za pomoc¡ ci¡gªej funkcji ρ = ρ(x). Trudno±¢ t¦ omija si¦
wprowadzaj¡c funkcjonaª δ-Diraca, zde�niowany wzorem

ϕ(a) =

∞∫
−∞

δ(x)ϕ(x + a)dx . (2)

Czasem wyst¦puj¡ rozkªady ªadunków wzdªu» krzywych (lub powierzchni)

ρ(x) =

∫
C

λ(s)δ3(x− x′(s))ds , (3)

x′ = x′(s) � parametryczny opis krzywej, λ(s) � g¦sto±¢ liniowa ªadunku.
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P n Ä3 
Rys. 3: Przepªyw pr¡du przez pªat P

Nat¦»enie pr¡du przepªywaj¡cego przez pªat P zapisuje si¦ w postaci

J =

∫∫
P

J · ndσ . (4)
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Wektor g¦sto±ci pr¡du J cz¦sto przedstawia si¦ w postaci

J = J(p) + J(z) , (5)

J(p) = (σ)E � pr¡d przewodzenia, J(z) �niezale»ne pr¡dy

zewn¦trzne, np. przy ró»nicy koncentracji ªadunków ρ lub ró»nicy

temperatur T

J(z) = −α grad ρ , J(z) = −β gradT , (6)

α � wspóªczynnik dyfuzji, β � wspóªczynnik termiczny.
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1. Michael Faraday (1791-1867)

Prawo indukcji elektromagnetycznej ustaliª do±wiadczalnie∮
∂S

E(x, t)dx = − d

dt

∫∫
S

B · n dσ = − d

dt
Φ , (7)

Prawa strona oznacza szybko±¢ zmian strumienia indukcji magnetycznej
przepªywaj¡cego przez powierzchni¦ S , lewa � siª¦ elektromotoryczn¡,
która tym zmianom odpowiada. Je±li zast¡pi¢ kontur zamkni¦tym
obwodem elektrycznym, to popªynie w nim pr¡d o nat¦»eniu zale»nym od
warto±ci siªy elektromotorycznej oraz oporu obwodu. Kierunek
indukowanego pr¡du jest taki, »e pole przez niego wytworzone
przeciwdziaªa zmianom strumienia indukcji Φ � metoda pomiaru pola
elektrycznego.
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2. Andre Marie Ampère (1775-1836), Hans Christian Oersted

(1777-1851)∮
∂S

H(x, t)dx =
d

dt

∫∫
S

D · n dσ +

∫∫
S

J · n dσ , (8)

Jest to uogólnienie prawa Ampère'a-Oersteda i zawiera najbardziej istotny
element wprowadzony przez Maxwella do elektrodynamiki (dodaª Ḋ).

Pr¡d caªkowity
C = Ḋ + J , (9)

C � ozn. wprowadzone przez Maxwella (current - pr¡d): siªa magnetomotoryczna jest
generowana nie tylko przez pr¡d przewodnictwa J, ale równie» przez pr¡d przesuni¦cia
Ḋ � w zmiennym polu elektrycznym zmiana w czasie strumienia indukcji elektrycznej
przez powierzchni¦ S ma taki sam skutek jak przepªyw przez te powierzchni¦ pr¡du
elektrycznego.
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3. Carl Friedrich Gauÿ(1777-1855) � prawo elektryczne∫∫
∂Ω

D · n dσ =

∫∫∫
Ω

ρ dω = Q , (10)

caªkowity ªadunek Q w pewnym obszarze Ω równy jest strumieniowi

indukcji elektrycznej D · n przepªywaj¡cemu przez zamkni¦t¡

powierzchni¦ ∂Ω stanowi¡ca brzeg tego obszaru.
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4. Carl Friedrich Gauÿ(1777-1855) � prawo magnetyczne∫∫
∂Ω

B · n dσ = 0 , (11)

w przyrodzie nie wyst¦puj¡ pojedyncze bieguny magnetyczne.
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W o±rodkach izotropowych, w ustalonym ukªadzie wspóªrz¦dnych

D(x, t) = ε(x, t)E(x, t) ,

B(x, t) = µ(x, t)H(x, t) ,

J(x, t) = σ(x, t)E(x, t) , (prawo Georga Ohma, 1787-1854)

(12)

ε(x, t) � przenikalno±¢ elektryczna o±rodka, [ε] =
[D]

[E ]
=

F

m
, Farad = C/V

µ(x, t) � przenikalno±¢ magnetyczna o±rodka, [µ] =
[B]

[H]
=

H

m
, Henr = V· s/A

σ(x, t) � przewodnictwo wªa±ciwe o±rodka, [σ] =
[J]

[E ]
=

S

m
, Siemens = A/V
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W szczególno±ci w pró»ni

ε0 =
107

4πc2
F/m � przenikalno±¢ elektryczna pró»ni

µ0 = 4π · 10−7H/m � przenikalno±¢ magnetyczna pró»ni

�atwo wida¢, »e

c =
1

√
ε0 µ0

, (13)

c = 2, 9978 · 108m/s � pr¦dko±¢ ±wiatªa w pró»ni.

W o±rodku materialnym

ε = ε0 εw , µ = µ0 µw , (14)

εw � wzgl¦dna przenikalno±¢ elektryczna, µw � wzgl¦dna przenikalno±¢
magnetyczna. Romuald Kotowski Elektryczno±¢ i co z tego wynika
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εw , µw � wielko±ci bezwymiarowe.

U»ywane s¡ równie» poj¦cia

χ = εw − 1 , κ = µw − 1 , (15)

χ � podatno±¢ elektryczna, κ � podatno±¢ magnetyczna.

Dielektryki � o±rodki nieprzewodz¡ce εw ≥ 1

D = ε0εwE = ε0E + ε0χE = ε0E + P . (16)

P � wektor polaryzacji. Zjawisko polaryzacji powoduje, »e w dielektryku pole
elektryczne jest superpozycj¡ dwu pól:

1 pola zewn¦trznego, wytworzonego przez ªadunki nie zwi¡zane z dielektrykiem;

2 pola powstaªego w rezultacie zmian zachodz¡cych w dielektryku pod wpªywem
pól zewn¦trznych, czyli wªa±nie polaryzacji o±rodka.
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Magnetyki

Dla prawie wszystkich o±rodków µw ≈ 1.

µw > 1 � paramagnetyki

µw < 1 � diamagnetyki

B = µ0µwH = µ0H + µ0κH = µ0µwH + M . (17)

M � wektor namagnesowania (magnetyzacji).

Trzecia grupa o±rodków � ferromagnetyki, w ramach teorii
fenomenologicznej trudno j¡ opisa¢, bo nie uwzgl¦dniamy budowy
dyskretnej materiaªu, czyli domen.
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Posta¢ ró»niczkowa równa« Maxwella wynika z zastosowania twierdze«
Stokes'a i Gaussa-Ostrogradzkiego.

rot E +
∂B

∂t
= 0 ,

rot H− ∂D

∂t
= J ,

divD = ρ ,

divB = 0 ,

(18)

D = (ε)E , B = (µ)H , J = (σ)E + J(z) . (19)
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Oznaczenia

E � wektor nat¦»enia pola elektrycznego, [E ] =
V

m
=

m2 · kg
A · s3

D � wektor indukcji elektrycznej, [D] =
A · s
m2

=
C

m2

H � wektor nat¦»enia pola magnetycznego, [H] =
A

m

B � wektor indukcji magnetycznej, [B] =
kg

A · s2
= 1 tesla

Ψ � strumie« pola indukcji elektrycznej, [Ψ] = C = A · s

Φ � strumie« pola indukcji magnetycznej, [Φ] =
kg ·m2

A · s2
= 1 weber
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Spis tre±ci
Elektrostatyka

Pole elektromagnetyczne
Równania Maxwella

Pola EM niezale»ne od czasu

Pola EM niezale»ne od czasu

W zale»no±ci od tego, jak PEM zale»¡ od czasu, mamy nstp.

podziaª elektrodynamiki:

1 PEM statyczne: E = E(x), H = H(x), ρ = ρ(x), J = 0

2 PEM stacjonarne: wszystko jak wy»ej, ale J = const 6= 0

3 PEM quasi-stacjonarne: pole jest w czasie wolnozmienne i

mo»na zaniedba¢ pr¡d przesuni¦cia, tzn. Ḋ = 0, ale Ḃ 6= 0 i

J 6= 0

4 Przypadek ogólny: zachodz¡ nierówno±ci Ḋ 6= 0, Ḃ 6= 0, J 6= 0

i trzeba stosowa¢ peªny ukªad równa« Maxwella.
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Spis tre±ci
Elektrostatyka

Pole elektromagnetyczne
Równania Maxwella

Pola EM niezale»ne od czasu

Pola EM niezale»ne od czasu

Pola statyczne

/ I II

1. rot E = 0 rot H = 0

2. divD = ρ divB = 0

3. D = εE B = µH

I � pole elektrostatyczne, II pole magnetostatyczne

Mo»na je rozpatrywa¢ niezale»nie, ale przej±cie do innego

inercjalnego ukªadu odniesienia prowadzi do relacji J̃ = const 6= 0,

czyli ze statycznego pole staje si¦ tam stacjonarne.
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Spis tre±ci
Elektrostatyka

Pole elektromagnetyczne
Równania Maxwella

Pola EM niezale»ne od czasu

Pola EM niezale»ne od czasu

Pola stacjonarne

I II

1. rot E = 0 rot H = J

2. divD = ρ divB = 0

3. D = εE B = µH

4. J = σE + J(z)

W wyniku J 6= 0 zjawiska elektryczne wi¡»¡ si¦ z magnetycznymi

rot H = σE + J(z) . (20)

Romuald Kotowski Elektryczno±¢ i co z tego wynika



Spis tre±ci
Elektrostatyka

Pole elektromagnetyczne
Równania Maxwella

Pola EM niezale»ne od czasu

Pola EM niezale»ne od czasu

Pola quasi-stacjonarne

I II

1. rot E + Ḃ = 0 rot H = J

2. divD = ρ divB = 0

3. D = εE B = µH

4. J = σE + J(z)

Pola nie s¡ niezale»ne, ale pojawia si¦ tu indukcja

elektromagnetyczna Faradaya. Przypadek ten jest jednak dobrym

przybli»eniem dla zastosowa« technicznych, w elektrotechnice i

radiotechnice.
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Spis tre±ci
Elektrostatyka

Pole elektromagnetyczne
Równania Maxwella

Pola EM niezale»ne od czasu

Pola EM niezale»ne od czasu

Pola quasi-stacjonarne

Zakªadamy, »e pola zmieniaj¡ si¦ powoli, pomijamy efekty zwi¡zane

ze sko«czon¡ pr¦dko±ci¡ rozchodzenia si¦ fal EM. EM fal¦ pªask¡

biegn¡c¡ wzdªu» osi x z pr¦dko±ci¡ c mo»na przedstawi¢ w postaci

E (x , t) = E0 exp

{
iωt − iωx

c

}
. (21)

Rozwijamy w szereg wzgl¦dem x

E (x , t) = E0 exp

(
1− iω

c
x + . . .

)
exp(iωt) . (22)

Romuald Kotowski Elektryczno±¢ i co z tego wynika



Spis tre±ci
Elektrostatyka
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Pola EM niezale»ne od czasu

Pola quasi-stacjonarne

Wida¢, »e ograniczenia wynikaj¡ce ze sko«czonej pr¦dko±ci c

mo»na pomin¡¢, je±li
ω

c
x � 1 . (23)

Poniewa» ω/c = 2π/λ, gdzie λ � dªugo±¢ fali, czyli

x � λ . (24)

Wykorzystywany u nas pr¡d ma cz¦stotliwo±¢ 50 Hz, wi¦c dªugo±¢

fali odpowiadaj¡ca tej cz¦sto±ci wynosi 6 · 103 km, czyli efekty

opó¹nienia mo»na zaniedba¢ nawet dla przyrz¡dów

elektrotechnicznych o wielko±ci pa«stwa.
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Spis tre±ci
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Pola EM niezale»ne od czasu

Koniec? :-(

Koniec wykªadu 10
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