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Wst¦p
Systemy masowej obsªugi (SMO)
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Wst¦p

Teoria masowej obsªugi, zwana tak»e teori¡ systemów kolejkowych,
zajmuje si¦ budow¡ modeli matematycznych, które mo»na
wykorzysta¢ w racjonalnym zarz¡dzaniu dowolnymi systemami
dziaªania, zwanymi systemami masowej obsªugi.

Przykªady takich systemów:

sklepy,

porty lotnicze,

systemy u»ytkowania samochodów w przedsi¦biorstwie
transportowym,

stacje benzynowe itp.
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Wst¦p

Rys. 1: Zale»no±ci w systemie kolejkowym
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W systemie masowej obsªugi (SMO) mamy do czynienia

1 z napªywaj¡cymi w miar¦ upªywu czasu zgªoszeniami (np.
uszkodzony pojazd, klient, statek

2 z kolejk¡ obiektów oczekuj¡cych na obsªug¦

3 ze stanowiskami obsªugi (np. stanowiska diagnozowania
pojazdu, sprzedawca, stanowisko wyªadunku)

Rozró»nia si¦ systemy masowej obsªugi:

z oczekiwaniem;

bez oczekiwania.

W SMO z oczekiwaniem zgªoszenie (obiekt zgªoszenia) oczekuje w
kolejce na obsªug¦, za± w systemie bez oczekiwania, wszystkie
stanowiska obsªugi s¡ zaj¦te i obiekt zgªoszenia wychodzi z systemu
nie obsªu»ony.
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Rys. 2: Przykªad systemu kolejkowego
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Charakterystyki SMO:

procent czasu zaj¦to±ci wszystkich stanowisk obsªugi

prawdopodobie«stwo, »e system nie jest pusty

±rednia liczba czekaj¡cych klientów

±rednia liczba klientów czekaj¡cych i obsªugiwanych

±redni czas czekania

±redni czas czekania i obsªugi

prawdopodobie«stwo, »e przybywaj¡cy klient czeka

prawdopodobie«stwo, »e w systemie jest n klientów
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Procesy

Proces wej±ciowy

intensywno±¢ strumienia wej±ciowego, intensywno±¢
przybywania;

liczba klientów � trend;

czas czekania na klienta.
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Proces obsªugi

Czas obsªugi (bez czasu czekania w kolejce)

Rozkªad czasu obsªugi, np. wykªadniczy:

P(t1 ≤ T ≤ t2) =

t2∫
t1

µe−µxdx = e−µt1 − e−µt2 , dla t1 < t2

gdzie
µ � intensywno±¢ obsªugi
±redni czas obsªugi 1/µ
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Notacja Kendalla

System kolejkowy opisany jest 3 lub 4 parametrami: 1/2/3/4
oznaczaj¡cymi:

czas przybycia / czas obsªugi / liczba stanowisk / liczba miejsc w
systemie

Parametr 1 � rozkªad napªywu
M = Markowski (rozkªad Poissona) czas przybycia
D = Deterministyczny czas przybycia

Parametr 2 � rozkªad czasu obsªugi
M = Markowski (wykªadniczy) czas obsªugi
G = Dowolny rozkªad czasu obsªugi
D = Deterministyczny czas obsªugi (jednopunktowy)

Parametr 3 � liczba stanowisk obsªugi

Parametr 4 � liczba miejsc w systemie (ª¡cznie stanowiska obsªugi+ kolejka)
Je±li jest niesko«czona jest pomijana w zapisie
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System M/M/s

System M/M/s oznacza, »e mamy:

strumie« wej±ciowy Poissona z parametrem λ

obsªuga wykªadnicza z parametrem µ

liczba stanowisk s

dyscyplina obsªugi FIFO

pojedyncza kolejka

λ < s µ
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System M/G/1

System M/G/1 oznacza:

strumie« wej±ciowy Poissona z parametrem λ

czas obsªugi o dowolnym rozkªadzie, ±redniej µ i odchyleniu
standardowym σ

jedno stanowisko obsªugi

Czas obsªugi nie musi mie¢ rozkªadu wykªadniczego, np.:

naprawa telewizora

badanie wzroku

fryzjer
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System M/D/1

System M/D/1 oznacza, »e czas obsªugi mo»e by¢ ustalony. np. w
przypadku

ta±my produkcyjnej

myjni automatycznej

Tak wi¦c, czas obsªugi jest deterministyczny.
Aby uzyska¢ system M/D/1 z systemu M/G/1, trzeba przyj¡¢
odchylenie standardowe równe 0 (σ = 0)
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Rys. 3: Schemat systemu masowej obsªugi

1 - zgªoszenia (obiekty zgªoszenia), 2 � kolejka obiektów, 3 �
stanowiska obsªugi, 4 � przemieszczenia obiektów w systemie bez
oczekiwania, 5 � przemieszczenia obiektów w systemie z priorytetem
obsªugi, 6 � przemieszczenia obiektu w systemie z oczekiwaniem,
λwej � strumie« wej±ciowy zgªosze«, λwyj � strumie« wyj±ciowy
obsªu»onych obiektów.
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System masowej obsªugi

W zale»no±ci od dyscypliny obsªugi SMO mo»na podzieli¢
nast¦puj¡co:

FIFO (�rst in �rst out), czyli kolejno±¢ obsªugi wedªug
przybycia;

SIRO (selection in random order) czyli kolejno±¢ obsªugi
losowa;

LIFO (last in �rst out), czyli ostatnie zgªoszenie jest najpierw
obsªu»one;

priorytet dla niektórych usªug (5), np. bezwzgl¦dny priorytet
usªugi oznacza, »e zostaje przerwane aktualnie wykonywana
obsªuga obiektu, a na jego miejsce wchodzi obiekt z
przyznanym priorytetem
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Zaªo»enia modelu matematycznego

Model matematyczny funkcjonowania SMO opiera si¦ na teorii
procesów stochastycznych.
W modelu tym wyst¦puj¡ nast¦puj¡ce zmienne losowe:

1 czas upªywaj¡cy mi¦dzy wej±ciem do systemu dwóch kolejnych
zgªosze«;

2 czas obsªugi jednego zgªoszenia przez stanowisko obsªugi;

3 liczba stanowisk;

4 liczebno±¢ miejsc w kolejce zgªosze« oczekuj¡cych na obsªug¦.
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Zaªo»enia modelu okre±laj¡

1 typ rozkªadu prawdopodobie«stwa zmiennych losowych
(rozkªad deterministyczny � równe odst¦py czasu), rozkªad
wykªadniczy, rozkªad Erlanga, dowolny rozkªad;

2 zale»no±¢ lub niezale»no±¢ zmiennych losowych czasu czekania
na zgªoszenie i czasu obsªugi;

3 sko«czona lub niesko«czona warto±¢ liczby stanowisk obsªugi,
dªugo±ci poczekalni;

4 obowi¡zuj¡c¡ w systemie dyscyplin¦ obsªugi.
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W teorii systemów kolejkowych wyró»niamy:

jednokanaªowe systemy obsªugi

wielokanaªowe systemy obsªugi
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Kanaª obsªugi:

Kanaª obsªugi:

stopa przybycia λ � przeci¦tna liczba klientów przypadaj¡ca na
jednostk¦ czasu, ma rozkªad Poissona;

stopa obsªugi µ � przeci¦tna liczba klientów obsªu»onych w
jednostce czasu, ma rozkªad wykªadniczy;

liczba równolegªych kanaªów obsªugi wynosi r ;

parametr intensywno±ci ruchu ρ � stosunek liczby klientów
przybywaj¡cych do liczby klientów obsªu»onych w jednostce
czasu.
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rozpatrywane s¡ tylko sytuacje w których klienci obsªugiwani s¡
wedªug kolejno±ci przybywania do punktu ±wiadcz¡cego usªug¦,
zatem wszyscy klienci s¡ traktowani na równi.

Rozpatruje si¦ dwa przypadki:

1 Gdy ukªad zmierza do stanu równowagi, to λ < rµ
(je»eli obie warto±ci staªe) to prawdopodobie«stwo tego, i»
kolejka ma okre±lon¡ dªugo±¢, jest staªe w ka»dej jednostce
czasu.

2 Gdy λ ≥ rµ, to ukªad jest niestabilny, a prawdopodobie«stwo
dªugiej kolejki ro±nie (ukªad nie mo»e nadrobi¢ czasu w którym
byª chwilowo niewykorzystany).
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Na poczcie obok innych stanowisk jedno jest przeznaczone do
obsªugi wpªat i wypªat gotówkowych osób �zycznych. Ruch w
godzinach 14-18 jest tak du»y, »e rozwa»a si¦ mo»liwo±¢
uruchomienia dodatkowego stanowiska obsªugi. Sprawdzi¢, czy jest
to sªuszna decyzja. Poni»ej podano obserwacje poczynione w czasie
jednej z godzin szczytowych.
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Rozwi¡zanie

stopa przybycia λ = 20
20 = 0.5

stopa obsªugi µ = 20
60 = 1

3

parametr intensywno±ci ruchu ρ = λ
µ = 3

2 = 1.5
Zatem zachodzi nierówno±¢ λ > µ, czyli stopa przyby¢ przewy»sza
stop¦ obsªugi. Warto±¢ parametru ρ > 1 sugeruje, »e mamy do
czynienia z ukªadem niestabilnym, a prawdopodobie«stwo dªugiej
kolejki si¦ zwi¦ksza.
Osi¡gni¦cie stanu równowagi jest tylko mo»liwe dzi¦ki podj¦ciu
radykalnych dziaªa«: skróceniu czasu obsªugi klienta lub
zainstalowaniu dodatkowego stanowiska obsªugi.
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Troch¦ wzorów

Prawdopodobie«stwo, »e w ukªadzie brak klientów, czyli n=0
obliczamy ze wzoru:

P(n = 0) =
1

r−1∑
i=0

ρi

i! + ρr

(r−ρ)(r−1)!

Przeci¦tna liczba klientów oczekuj¡cych w kolejce to:

Q =
ρr+1P(n = 0)

(r − ρ)2(r − 1)!
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Troch¦ wzorów

Prawdopodobie«stwo, »e w kolejce oczekuje n klientów

P(n) =


ρnP(n = 0)

n!
dla n ≤ r

r r−nρnP(n = 0)

r !
dla n > r
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Troch¦ wzorów

Prawdopodobie«stwo, »e w kolejce oczekuje wi¦cej ni» n0 klientów
(pod warunkiem gdy n0 ≥ r − 1)

P(n > n0) =
r r−n0ρn0+1P(n = 0)

(r − ρ) r !
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Prawdopodobie«stwo, »e czas oczekiwania w kolejce jest dªu»szy
ni» t0:

P(t > t0) = P(n > r − 1)e−µt0(r−ρ)
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W prywatnej przychodni stomatologicznej czynne s¡ dwa gabinety
lekarskie. Przeci¦ty czas przybycia pacjenta wynosi 3,8 na godz., a
stopa obsªugi wynosi 2 pacjentów na godz.
Czy system obsªugi zmierza do stanu równowagi?

λ = 3.8 µ = 2 r = 2 ρ =
λ

µ r
=

3.8

2 · 2
= 0.95

stan równowagi systemu jest zachowany, bo 3.8 < 4
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Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e nie b¦dzie kolejki?

P(n = 0) =
1

1 + 0.95 + (0.95)2

1.05·1

= 0.36

Prawdopodobie«stwo, »e nie b¦dzie kolejki w tej poradni
stomatologicznej wynosi 36%.
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Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e pacjent b¦dzie musiaª
oczekiwa¢?

P(n > 0) =
22−00.950+10.36

(2− 0.95) 2!
= 0.64

Prawdopodobie«stwo, »e pacjent b¦dzie musiaª oczekiwa¢ na
przyj¦cie w poradni wynosi 64%.
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Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e w kolejce znajduj¡ si¦ wi¦cej ni»
dwie osoby?

P(n > 2) =
22−20.952+20.36

(2− 0.95) 2!
= 0.15

Prawdopodobie«stwo, »e w kolejce znajduj¡ si¦ wi¦cej ni» dwie
osoby wynosi 15%.
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Ilu przeci¦tnie pacjentów oczekuje w kolejce na przyj¦cie?

Q =
0.952+10.36

(2− 0.95)2(2− 1)!
= 0.28

Przeci¦tnie oczekuje w kolejce na przyj¦cie 0.28 pacjentów.
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Jak wygl¡da sytuacja z punktu widzenia wªa±ciciela poradni?
Sytuacja z punktu widzenia wªa±ciciela poradni dla pacjentów jest
komfortowa. Wprawdzie prawdopodobie«stwo bezkolejkowego
przyj¦cia jest du»e, bo wynosz¡ce 0,36. Maªe jest
prawdopodobie«stwo oczekiwania w kolejce wi¦cej ni» dwóch
pacjentów, bo wynosz¡ce 0,15. Bardzo maªe jest
prawdopodobie«stwo, »e pacjent b¦dzie czekaª dªu»ej ni» póª
godziny, bo wynosi 0,11. Z analizy wynika, »e przeci¦tnie w kolejce
oczekuje 0,28 pacjentów.
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Koniec?

Koniec wykªadu 9
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