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Teoria masowej obstugi, zwana takze teorig systeméw kolejkowych,
zajmuje sie¢ budowa modeli matematycznych, ktére mozna
wykorzysta¢ w racjonalnym zarzadzaniu dowolnymi systemami
dziatania, zwanymi systemami masowej obstugi.

Przyktady takich systeméw:
o sklepy,
@ porty lotnicze,

@ systemy uzytkowania samochodéw w przedsiebiorstwie
transportowym,

@ stacje benzynowe itp.
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Rys. 1: Zaleznosci w systemie kolejkowym
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Notacja Kendalla
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Systemy masowej obstugi (SMO)

W systemie masowej obstugi (SMO) mamy do czynienia
© z naptywajacymi w miare uptywu czasu zgtoszeniami (np.
uszkodzony pojazd, klient, statek
@ z kolejka obiektéw oczekujacych na obstuge
© ze stanowiskami obstugi (np. stanowiska diagnozowania
pojazdu, sprzedawca, stanowisko wytadunku)
Rozréznia sie systemy masowej obstugi:
@ z oczekiwaniem;
@ bez oczekiwania.

W SMO z oczekiwaniem zgtoszenie (obiekt zgtoszenia) oczekuje w
kolejce na obstuge, zas w systemie bez oczekiwania, wszystkie
stanowiska obstugi sa zajete i obiekt zgtoszenia wychodzi z systemu
nie obstuzony.
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Rys. 2: Przyktad systemu kolejkowego

Romuald Kotowski EMM 9



N Notacja Kendalla
. . Schemat syste asowej obstugi
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Zatozenia modelu matematycznego

Systemy masowej obstugi (SMO)

Charakterystyki SMO:

@ procent czasu zajetosci wszystkich stanowisk obstugi
prawdopodobiefistwo, ze system nie jest pusty
srednia liczba czekajacych klientéw
srednia liczba klientéw czekajacych i obstugiwanych
sredni czas czekania
$redni czas czekania i obstugi

prawdopodobienstwo, ze przybywajacy klient czeka

prawdopodobieristwo, ze w systemie jest n klientéw
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Zatozenia modelu matematycznego

Systemy masowej obstugi (SMQO)

Procesy

Proces wej$ciowy

@ intensywnos¢ strumienia wej$ciowego, intensywnos¢
przybywania;

@ liczba klientéw — trend;

@ czas czekania na klienta.
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Notacja Kendalla
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Zatozenia modelu matematycznego

Procesy

Proces obstugi

@ Czas obstugi (bez czasu czekania w kolejce)
@ Rozktad czasu obstugi, np. wyktadniczy:
t2
Pty <T<t)= /ue‘”xdx =e M ek dlat; < b
t1
gdzie

1 — intensywnos¢ obstugi
$redni czas obstugi 1/u
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Notacja Kendalla

. | Wste Schemat syste asowej obstugi
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Zatozenia modelu matematycznego

Notacja Kendalla

System kolejkowy opisany jest 3 lub 4 parametrami: 1/2/3/4

oznaczajacymi:

czas przybycia / czas obstugi / liczba stanowisk / liczba miejsc w
systemie

@ Parametr 1 — rozktad naptywu
M = Markowski (rozktad Poissona) czas przybycia
D = Deterministyczny czas przybycia
@ Parametr 2 — rozktad czasu obstugi
M = Markowski (wyktadniczy) czas obstugi
G = Dowolny rozktad czasu obstugi
D = Deterministyczny czas obstugi (jednopunktowy)

@ Parametr 3 — liczba stanowisk obstugi

@ Parametr 4 — liczba miejsc w systemie (facznie stanowiska obstugi+ kolejka)
Jedli jest nieskonczona jest pomijana w zapisie
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Notacja Kendalla

Schemat systemu masowej obstugi
Przyktad systemu M/M/1
Zatozenia modelu matematycznego

Systemy masowej obstugi (SMQO)

System M/M/s

System M/M/s oznacza, ze mamy:
@ strumien wejsciowy Poissona z parametrem A
obstuga wyktadnicza z parametrem g
liczba stanowisk s

°
°
@ dyscyplina obstugi FIFO
@ pojedyncza kolejka

°

A<spu
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Notacja Kendalla

Schemat systemu masowej obstugi
Przyktad systemu M/M/1
Zatozenia modelu matematycznego

Systemy masowej obstugi (SMQO)

System M/G/1

System M/G/1 oznacza:
@ strumien wejéciowy Poissona z parametrem A

@ czas obstugi o dowolnym rozktadzie, sredniej i odchyleniu
standardowym o

@ jedno stanowisko obstugi
Czas obstugi nie musi mie¢ rozktadu wyktadniczego, np.:
@ naprawa telewizora

@ badanie wzroku

o fryzjer
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Notacja Kendalla

Schemat systemu masowej obstugi
Przyktad systemu M/M/1
Zatozenia modelu matematycznego

Systemy masowej obstugi (SMQO)

System M/D/1

System M/D/1 oznacza, ze czas obstugi moze by¢ ustalony. np. w
przypadku

@ tasmy produkcyjnej

@ myjni automatyczne]
Tak wiec, czas obstugi jest deterministyczny.

Aby uzyska¢ system M/D/1 z systemu M/G/1, trzeba przyjac
odchylenie standardowe réwne 0 (o = 0)
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Notacja Kendalla

Schemat systemu masowej obstugi
Przyktad systemu M/M/1
Zatozenia modelu matematycznego

Systemy masowej obstugi (SMQO)

Schemat systemu masowej obstugi (SMO)

Rys. 3: Schemat systemu masowej obstugi

1 - zgtoszenia (obiekty zgtoszenia), 2 — kolejka obiektéw, 3 —
stanowiska obstugi, 4 — przemieszczenia obiektéw w systemie bez
oczekiwania, 5 — przemieszczenia obiektéw w systemie z priorytetem
obstugi, 6 — przemieszczenia obiektu w systemie z oczekiwaniem,
Awej — strumien wejsciowy zgtoszen, \y,; — strumien wyjsciowy

obstuzonych obiektdw.
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Notacja Kendalla

. | Wste Schemat systemu masowej obstugi
Systemy masowej obstugi (SMO) Przyktad s{;stemu M/M/lj g

Zatozenia modelu matematycznego

System masowej obstugi

W zaleznosci od dyscypliny obstugi SMO mozna podzieli¢
nastepujaco:

e FIFO (first in first out), czyli kolejnos¢ obstugi wedtug
przybycia;

@ SIRO (selection in random order) czyli kolejnos¢ obstugi
losowa;

@ LIFO (last in first out), czyli ostatnie zgfoszenie jest najpierw
obstuzone;

@ priorytet dla niektérych ustug (5), np. bezwzgledny priorytet
ustugi oznacza, ze zostaje przerwane aktualnie wykonywana
obstuga obiektu, a na jego miejsce wchodzi obiekt z
przyznanym priorytetem
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Notacja Kendalla

Schemat systemu masowej obstugi
Przyktad systemu M/M/1
Zatozenia modelu matematycznego

Systemy masowej obstugi (SMQO)

Przyktad systemu M/M/1

* Charakterystyka systemu:

- naplyw: proces Poissona z intensywnoscia A

- czas obstugi: rozktad wyktadniczy z parametrem p
- procesy naptywu i obstugi sg niezalezne

- pojedyncze urzadzenie obstugujace

- nieskonczona kolejka

+ N(t): stan systemu (liczba klientow) w chwili t

Y A A )
i u u "
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Notacja Kendalla

Schemat systemu masowej obstugi
Przyktad systemu M/M/1
Zatozenia modelu matematycznego

Systemy masowej obstugi (SMQO)

Zatozenia modelu matematycznego

Model matematyczny funkcjonowania SMO opiera sie na teorii
proceséw stochastycznych.
W modelu tym wystepuja nastepujace zmienne losowe:

© czas uptywajacy miedzy wejéciem do systemu dwéch kolejnych
zgtoszen;

@ czas obstugi jednego zgtoszenia przez stanowisko obstugi;

© liczba stanowisk;

Q liczebnos¢ miejsc w kolejce zgtoszen oczekujacych na obstuge.
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Notacja Kendalla

Schemat systemu masowej obstugi
Przyktad systemu M/M/1
Zatozenia modelu matematycznego

Systemy masowej obstugi (SMQO)

Zatozenia modelu matematycznego

Zatozenia modelu okreslaja

@ typ rozktadu prawdopodobiefistwa zmiennych losowych
(rozktad deterministyczny — réwne odstepy czasu), rozkfad
wyktadniczy, rozktad Erlanga, dowolny rozktad;

@ zaleznos¢ lub niezaleznos¢ zmiennych losowych czasu czekania
na zgtoszenie i czasu obstugi;

© skoriczona lub nieskoriczona warto$¢ liczby stanowisk obstugi,
dtugosci poczekalni;

@ obowiazujaca w systemie dyscypline obstugi.
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Notacja Kendalla

Schemat systemu masowej obstugi
Przyktad systemu M/M/1
Zatozenia modelu matematycznego

Systemy masowej obstugi (SMQO)

Zatozenia modelu matematycznego

W teorii systeméw kolejkowych wyrézniamy:
@ jednokanatowe systemy obstugi

o wielokanatowe systemy obstugi

Romuald Kotowski EMM 9



Notacja Kendalla

. . i Schemat syste asowej obstugi
Systemy masowej obstugi (SMQO) Przy:;ad siste:;llll rlcl/M‘A/llj uet

Zatozenia modelu matematycznego

Zatozenia modelu matematycznego

Kanat obstugi:

Kanat obstugi:
@ stopa przybycia A\ — przecietna liczba klientéw przypadajaca na
jednostke czasu, ma rozkfad Poissona;

@ stopa obstugi i — przecietna liczba klientéw obstuzonych w
jednostce czasu, ma rozktad wyktadniczy;

@ liczba réwnolegtych kanatéw obstugi wynosi r;

@ parametr intensywnosci ruchu p — stosunek liczby klientéw

przybywajacych do liczby klientéw obstuzonych w jednostce
czasu.
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Were Notacja Kendalla
. . Schemat syste asowej obstugi
Systemy masowej obstugi (SMO) Przy:;ad stte':]ll" ‘;\n/I/M‘A/Ilj uet
Zatozenia modelu matematycznego

Zatozenia modelu matematycznego

rozpatrywane s tylko sytuacje w ktérych klienci obstugiwani sg
wedtug kolejnosci przybywania do punktu $wiadczacego ustuge,
zatem wszyscy klienci sa traktowani na réwni.
Rozpatruje sie dwa przypadki:
© Gdy uktad zmierza do stanu réwnowagi, to A < ru
(jezeli obie wartosci state) to prawdopodobienistwo tego, iz
kolejka ma okreslong dtugosé, jest state w kazdej jednostce
czasu.
@ Gdy A > rpu, to ukfad jest niestabilny, a prawdopodobienstwo
dtugiej kolejki rosnie (uktad nie moze nadrobi¢ czasu w ktérym
byt chwilowo niewykorzystany).
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Przyktady

Przyktad 1

Na poczcie obok innych stanowisk jedno jest przeznaczone do
obstugi wptat i wyptat gotéwkowych oséb fizycznych. Ruch w
godzinach 14-18 jest tak duzy, ze rozwaza sie mozliwos¢
uruchomienia dodatkowego stanowiska obstugi. Sprawdzi¢, czy jest
to stuszna decyzja. Ponizej podano obserwacje poczynione w czasie
jednej z godzin szczytowych.
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Wstep
Systemy masowej obstugi (SMO)

Przyktady

Przyktad 1

Numer klienta, Czas przyjscia Numer klienta Czas przyjscia Czas obstugi
liczony od liczony od klienta (w
przybycia przybycia
poprzednie poprzednie
go klienta go klienta
(w min) (w min)

0 1
0,5 1,5
1 2
1,5 1,5
1 1
2,5 2,5
0,5 3
6 3,5
2 4
1,5 3,5

QOIN[H AW N|=

-
(=
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g 1
Przyktady

Przyktad 1

Rozwiazanie

stopa przybycia A = % =0.5
stopa obstugi p = % = %

parametr intensywnosci ruchu p = % = % =15

Zatem zachodzi nieréwno$¢ A > p, czyli stopa przyby¢ przewyzsza
stope obstugi. Wartos¢ parametru p > 1 sugeruje, ze mamy do
czynienia z ukfadem niestabilnym, a prawdopodobienstwo dtugiej
kolejki sie zwieksza.

Osiagniecie stanu réwnowagi jest tylko mozliwe dzieki podjeciu
radykalnych dziatan: skréceniu czasu obstugi klienta lub
zainstalowaniu dodatkowego stanowiska obstugi.
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g 1
Przyktady

Troche wzoréw

Prawdopodobienstwo, ze w uktadzie brak klientéw, czyli n=0
obliczamy ze wzoru:

1

r—1 pi pr
2 T =)

1

Przecietna liczba klientéw oczekujacych w kolejce to:

_ pP(n=0)
= (r—pR(r— 1)l
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Przyktady

Troche wzoréw

Prawdopodobienstwo, ze w kolejce oczekuje n klientéw
p"P(n=0) o
n! -
P(n) =
r—n nP = 0
LD l(n ) dlan>r
r:
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Przyktady

Troche wzoréw

Prawdopodobienstwo, ze w kolejce oczekuje wiecej niz n0 klientéw
(pod warunkiem gdy ng > r — 1)
rr=mpmtlp(n = Q)

(r=p)r!

P(n > ng) =
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Przyktady

Troche wzoréw

Prawdopodobieristwo, ze czas oczekiwania w kolejce jest dtuzszy
niz to:

P(t > to) = P(n > r — 1)e+0(r=p)
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Przyktady

Przyktad 2

W prywatnej przychodni stomatologicznej czynne s3 dwa gabinety
lekarskie. Przeciety czas przybycia pacjenta wynosi 3,8 na godz., a
stopa obstugi wynosi 2 pacjentéw na godz.

Czy system obstugi zmierza do stanu réwnowagi?

A 3.8
A: . :2 :2 _————— .
38 u r p T 2.2 0.95

stan réwnowagi systemu jest zachowany, bo 3.8 < 4
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Przyktady

Przyktad 2

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze nie bedzie kolejki?

1
P(n=0)= —0.36

1+0.95 + (£950°

Prawdopodobienstwo, ze nie bedzie kolejki w tej poradni
stomatologicznej wynosi 36%.
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Przyktady

Przyktad 2

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze pacjent bedzie musiat
oczekiwac?

22790.95%10.36
P(n>0)= = 0.64
(n>0)= =502
Prawdopodobienstwo, ze pacjent bedzie musiat oczekiwa¢ na
przyjecie w poradni wynosi 64%.
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Przyktady

Przyktad 2

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w kolejce znajduja sie wiecej niz
dwie osoby?
22720.952120.36
P(n>2)= =0.15
(n>2) = =502

Prawdopodobienstwo, ze w kolejce znajduja sie wiecej niz dwie
osoby wynosi 15%.
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Przyktady

Przyktad 2

llu przecietnie pacjentéw oczekuje w kolejce na przyjecie?

0.952110.36
Q= =0.28
(2 —-0.95)2(2 — 1)!

Przecietnie oczekuje w kolejce na przyjecie 0.28 pacjentéw.
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g 1
Przyktady

Przyktad 2

Jak wyglada sytuacja z punktu widzenia wtasciciela poradni?
Sytuacja z punktu widzenia wtasciciela poradni dla pacjentéw jest
komfortowa. Wprawdzie prawdopodobiefnstwo bezkolejkowego
przyjecia jest duze, bo wynoszace 0,36. Mate jest
prawdopodobienstwo oczekiwania w kolejce wiecej niz dwéch
pacjentéw, bo wynoszace 0,15. Bardzo mate jest
prawdopodobierfistwo, ze pacjent bedzie czekat dtuzej niz pé6t
godziny, bo wynosi 0,11. Z analizy wynika, ze przecietnie w kolejce
oczekuje 0,28 pacjentéw.
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Przyktady

Koniec?

Koniec wyktadu 9 )
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