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Wst¦p
�a«cuchy i procesy Markova

Zastosowanie procesów Markova w in»ynierii �nansowej

Wst¦p

Andrey Andreyevich Markov

Andrey Andreyevich Markov (? 14 czerwca 1856 � † 20 czerwca
1922) wybitny rosyjski matematyk. Znany jest przede wszystkim ze
swych prac na temat procesów stochastycznych, zwanych pó¹niej
ªa«cuchami Markova.
On i jego mªodszy brat Vladimir Andreevich Markov (1871-1897)
udowodnili tzw. Nierówno±¢ Markova. Jego syn, inny Andrey
Andreevich Markov (1903-1979), byª równie» wybitnym
matematykiem, dokonuj¡c istotnych prac w dziedzinie
konstruktywnej matematyki i teorii funkcji rekursywnych.
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Procesy Markowa w reprezentacji dyskretnej lub ci¡gªej, jako
wyodr¦bniona grupa procesów przypadkowych (losowych), s¡ dzi±
najlepiej zbadan¡ dziedzin¡ procesów losowych i znalazªy
zastosowanie w modelowaniu wielu zjawisk z »ycia codziennego
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Wst¦p

Proces Markova

Prognozowanie cen akcji gieªdowych
Niemal wszystkie akcje zmieniaj¡ swoje ceny codziennie, a du»a ich cz¦±¢ w sposób
niemal ci¡gªy. Wykresy cen przedstawiaj¡, w zale»no±ci od nastawienia obserwatora,
efekt równowa»enia si¦ siª popytu i poda»y, dyskontowanie przyszªych zdarze«, reakcje
na wydarzenia historyczne, efekt manipulacji akcjami, wpªyw kosmosu b¡d¹ te»
caªkowicie przypadkowe ruchy Browna. Te b¡d¹ jeszcze inne przyczyny zmian cen
usiªuje si¦ wykorzysta¢ w analizie historycznych przebiegów i próbie prognozowania
przyszªego zachowania cen.
Zachowanie poszczególnych akcji zapisane w postaci kolejnych cen i przeksztaªcone do
postaci gra�cznej to dla ka»dego inwestora wykres ceny. Bardzo podobne przebiegi i
szeregi liczb s¡ znane i u»ywane w wielu dziedzinach nauki. Jako »e szeregi te opisuj¡
za pomoc¡ kolejnych liczb zachowanie pewnego zjawiska w czasie, bardzo cz¦sto
okre±la si¦ je mianem szeregów czasowych. Kolejne zdarzenia wyst¦puj¡ce w szeregach
czasowych tworz¡ pewien proces. Tak wi¦c to, co dla inwestora jest wykresem cen, dla
specjalisty zajmuj¡cego si¦ na przykªad teori¡ informacji, jest gra�czn¡ interpretacj¡
szeregu czasowego opisuj¡cego proces zmian cen.
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Proces Markova
Proces stochastyczny jest to takie zjawisko (reprezentowane liczbowo przez szereg
czasowy), w którym przyszªa warto±¢ opisuj¡ca stan zjawiska nie jest pewna (przyszªe
liczby opisuj¡ce je mog¡ przyjmowa¢ ró»ne warto±ci, przy czym »adna z nich nie
pojawi si¦ z prawdopodobie«stwem równym 1).

Klasycznymi przypadkami procesów stochastycznych s¡ przyszªe warto±ci zmiennych
opisuj¡cych pogod¦ (temperatura, ci±nienia czy kierunek b¡d¹ siªa wiatru). Dobrym
przykªadem mo»e by¢ wypeªnianie si¦ ni»u. Wiadomo, »e kiedy± musi si¦ wypeªni¢ i
przesun¡¢ na wschód. Mo»na nawet w pewien sposób oszacowa¢ drog¦, któr¡ si¦
przesunie i czas potrzebny na podniesienie si¦ ci±nienia wewn¡trz ni»u do warto±ci
±redniej. Nie da si¦ tego jednak zrobi¢ w sposób dokªadny. Czyli mimo pewnych ±ci±le
okre±lonych ram zachowania, dokªadne zachowanie nie jest znane. Podobnie jest ze
zmianami cen na gieªdzie. Jakkolwiek ka»dy silny spadek kiedy± musi si¦ sko«czy¢,
nigdy nie mamy pewno±ci kiedy to nast¡pi.
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Proces Markova

Ci¡g Markowa to taki proces stochastyczny, w którym okre±lone s¡
zwi¡zki probabilistyczne przyszªych zdarze« w zale»no±ci od
wcze±niej wyst¦puj¡cych.

ci¡g Markova pierwszego rz¦du � jutrzejsze zachowanie zale»y (w sensie
statystycznym) tylko i wyª¡cznie od dzisiejszej zmiany

ci¡g Markova drugiego rz¦du � prawdopodobie«stwo jutrzejszego zachowania
zale»y od dzisiejszej i wczorajszej zmiany

ci¡g Markova zerowego rz¦du � jutrzejsze zachowanie jest caªkowicie niezale»ne
od wcze±niejszych notowa« (bez wzgl¦du jakie byªo zachowanie historyczne
przyszªe zmiany b¦d¡ okre±lone takimi samymi zwi¡zkami prawdopodobie«stw);
wªa±nie takie zaªo»enie jest wykorzystywane w analizie portfelowej czyli fakt, »e
przyszªo±¢ nie zale»y od przeszªo±ci mo»e by¢ w jaki± sposób wykorzystany w
procesie inwestycyjnym.
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Proces Markova

Proces Markowa bazuje wyª¡cznie na rozkªadzie
prawdopodobie«stw warunkowych. Mo»e si¦ wi¦c zdarzy¢, »e mamy
do czynienia z deterministycznym procesem chaotycznym, w którym
jutrzejsze zachowanie okre±lone jest ±cisªym wzorem, a mimo to
proces b¦dzie sprawiaª wra»enie, »e jest zerowego rz¦du (to znaczy
zupeªnie nie zale»y od przeszªo±ci). Wynika to z faktu, »e bardzo
podobne, niemal identyczne zachowanie historyczne mo»e
skutkowa¢ zupeªnie ró»nym zachowaniem w przyszªo±ci. Tak wi¦c
mimo tego, »e proces chaotyczny oznacza si¦ istnieniem tak zwanej
dªugoterminowej pami¦ci zachowania wykrycie tej zale»no±ci mo»e
by¢ trudne b¡d¹ niemo»liwe.
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Najwa»niejszym problemem w prognozowania cen jest brak
stacjonarno±ci procesu. Niestacjonarno±¢ to zjawisko, które jest
¹ródªem wi¦kszo±ci niepowodze« inwestorów gieªdowych,
próbuj¡cych wyznaczy¢ przyszªe ceny akcji na gieªdzie.

Proces stacjonarny to taki proces, w którym zwi¡zki
probabilistyczne s¡ staªe i nie zale»¡ od zmiennej niezale»nej, czyli
prawdopodobie«stwo wyst¡pienia pewnej sytuacji nie zmienia si¦ w
miar¦ upªywu czasu.
Gdyby przyj¡¢, »e zachowanie cen akcji jest procesem niestacjonarnym o nieznanej
zmianie sposobu zachowania oznaczaªoby to, »e do prognozowania przyszªych cen
potrzebna byªaby wiedza o przyszªym charakterze tego procesu, natomiast zupeªnie
nieprzydatna byªaby wiedza o wcze±niejszym zachowaniu. W skrócie oznacza to, »e
wyª¡cznie osoby manipuluj¡ce rynkiem (przy zaªo»eniu, »e jest to mo»liwe na wi¦ksz¡
skal¦) mogªyby posiada¢ wiedz¦ jak zarobi¢ na inwestycjach gieªdowych.
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Proces Markova

Nale»y rozró»ni¢ niestacjonarno±¢ procesu od efektywno±ci rynku.
Rynek efektywny, jest skutkiem tego, »e zmiany cen s¡ procesem
Markowa zerowego rz¦du. Dodatkowo, charakteryzuje go tak zwana
sªaba stacjonarno±¢, która cechuje si¦ staªo±ci¡ ±redniej i wariancji.
Czyli ostatecznie na rynku efektywnym ceny nie zale»¡ od
wcze±niejszych. Natomiast w przypadku braku stacjonarno±ci ceny
zale»¡ od poprzednich, lecz nie ma pewno±ci, »e wiemy w jaki
sposób.
W praktyce sprawa nie jest taka beznadziejna. Zmiany cen nie s¡ procesem
stacjonarnym, jednak zmienno±¢ zale»no±ci jest bardzo powolna. To znaczy system,
który byª dobry wczoraj b¦dzie dobry jeszcze dzisiaj, a jutro b¦dzie tylko troch¦ gorszy.
Kiedy± oczywi±cie mo»e utraci¢ swoje wªa±ciwo±ci. Ponadto mo»na podejrzewa¢, »e
zmiany cen skªadaj¡ si¦ z kilku (zapewne trzech) procesów o ró»nych charakterach.
Bardzo prawdopodobne, »e przynajmniej jeden z nich jest stacjonarny, czyli jego
parametry ustalone w przeszªo±ci b¦d¡ w przyszªo±ci takie same.
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Niech ukªad Ω mo»e przyjmowa¢ stany ω1, ω2, . . . � zbiór sko«czony
lub przeliczalny i niech w pewnej jednostce czasu mo»e przej±¢ z
jednego stanu do innego z pewnym prawdopodobie«stwem, to

P(ω
(n)
j |ω

(n−1)
i ) (?)

prawdopodobie«stwo warunkowe, »e ukªad znajduj¡cy si¦ w chwili
n− 1 w stanie ωi przejdzie do stanu ωj w chwili n. Przej±cia ukªadu
tworz¡ ªa«cuch Markova je±li prawdopodobie«stwo (?) od stanów
poprzednich.
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Rys. 1: Przykªad procesu Markowa
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�a«cuch jednorodny

Je±li prawdopodobie«stwo nie zale»y od czasu, tzn.:

P(ω
(n)
j |ω

(n−1)
i ) = P(ω

(n+1)
j |ω(n)

i )

to ªa«cuch Markova jest jednorodny, a macierz zªo»ona z
elementów

pij = P(ω
(n)
j |ω

(n−1)
i )

to macierz przej±cia. Mamy pij ≥ 0,
∑
j

pij = 1.
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Prawdopodobie«stwo, »e w n przej±ciach ukªad przejdzie ze stanu
ωi do stanu ωj wynosi

pij(n) =
∑
k

pik(m) pkj(n −m)

m � liczba caªkowita, 1 ≤ m < n.

Przykªad ªa«cucha Markova: proces urodzin i ±mierci � zmiana
liczebno±ci populacji na skutek narodzin i ±mierci.
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�a«cuch pochªaniaj¡cy

�a«cuch Markova nazywamy pochªaniaj¡cym, je±li istnieje taki
stan i , z którego nie mo»na wyj±¢, czyli:

pii = 1 ∧ ∀i 6=j pij = 0

Stan taki nazywamy stanem pochªaniaj¡cym (ang. absorbing
state). Stan nie b¦d¡cy stanem pochªaniaj¡cym nazywamy stanem
przej±ciowym (ang. transient state).
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Posta¢ kanoniczna ªa«cucha pochªaniaj¡cego

P =

[
Q R

0 I

]
Q � macierz tranzytywna
0 � macierz zerowa
I � macierz identyczno±ciowa
R � macierz przej±cia do stanów pochªaniaj¡cych
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�a«cuchy ergodyczne

�a«cuch Markowa nazywamy ergodycznym, je±li z dowolnego
stanu mo»na przej±¢ do dowolnego innego (niekoniecznie w jednym
kroku).
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Zastosowanie procesów Markova w in»ynierii �nansowej

Procesy ergodyczne

Centralnym zagadnieniem teorii procesów stochastycznych jest
znalezienie rozkªadu prawdopodobie«stwa zmiennej losowej y(t) w
pewnej chwili t na podstawie znajomo±ci realizacji y(s) tej
zmiennej losowej w pewnych innych chwilach s (na ogóª chwila t

odnosi si¦ do �przyszªo±ci�).
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Jedn¡ z podstawowych wªasno±ci, dzi¦ki którym mo»na oceni¢
rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennej losowej y(t) na podstawie
obserwacji aktualnych przebiegów danego procesu stochastycznego,
jest tzw. wªasno±¢ ergodyczno±ci; mo»na powiedzie¢, »e proces
stochastyczny jest ergodyczny, je»eli prawdopodobie«stwo
zaobserwowania warto±ci y(t) nale»¡cej do jakiego± zbioru A da si¦
oszacowa¢ przez ±redni czas �pobytu� ka»dej realizacji w tym
zbiorze podczas dªugiego czasu obserwacji; tak wi¦c w procesach
stochastycznych ergodycznych mo»na oszacowa¢ ich rozkªad
prawdopodobie«stwa na podstawie obserwacji jednego przebiegu w
dostatecznie dªugim czasie, czyli otrzymane wyniki s¡ ±redni¡ po
czasie.
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Hipoteza ergodyczna

Ewolucja klasycznego zªo»onego ukªadu dynamicznego zachodzi z
jednakowym prawdopodobie«stwem przez wszystkie stany, które s¡
dost¦pne z punktu pocz¡tkowego i które podlegaj¡ ograniczeniom
narzuconym przez zasad¦ zachowania energii.
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Procesy Markova

Jeszcze raz: procesy Markova to takie procesy stochastyczne, w
których znajomo±¢ warto±ci realizacji w pewnej chwili t pozwala na
wyznaczenie zwi¡zków probabilistycznych dla tej realizacji w
chwilach przyszªych (tj. rozkªadu prawdopodobie«stwa dla chwil
pó¹niejszych od chwili t), a dodatkowe informacje o warto±ciach
wcze±niejszych ni» t nie pozwalaj¡ wyci¡ga¢ »adnych dodatkowych
informacji co do przyszªo±ci; innymi sªowy, s¡ to procesy

realizowane przez ukªady zapominaj¡ce przeszªo±¢.
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Losowe bª¡dzenie
Mysz w labiryncie
Procesy gaª¡zkowe

Procesy Markova

Przykªady procesów Markova

Proces emisji cz¡stek wypromieniowanych przez substancj¦
radioaktywn¡.

Ruch cz¡stki zawieszonej w cieczy � tzw. ruch Browna.

Proces zajmowania i zwalniania ª¡czy w centrali telefonicznej.

Dynamika kolejki w serwerach WWW.

Przykªadem procesu niemarkovskiego mo»e by¢ np. proces zmian
poziomu wody w rzece w pewnym ustalonym jej miejscu, gdzie
informacja o tym, »e w pewnej chwili t poziom wody wynosiª y i
bezpo±rednio przedtem obserwowano np. tendencj¦ obni»ania si¦
poziomu wody, pozwala na lepsze przewidywania ni» sama
informacja o tym, »e w chwili t poziom wody wynosiª y .
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Bª¡dzenie losowe: prawdopodobie«stwo znalezienia ukªadu w n-tym
stanie zale»y tylko od stanu poprzedniego n − 1.

Rys. 2: Losowe bª¡dzenie pijaka: p - prawdopodobie«stwo, »e pijak pójdzie w lewo;
q = 1− p - prawdopodobie«stwo, »e pijak pójdzie w prawo; x = m l � lokalizacja
pijaka wzdªu» osi x
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Pytanie: jakie jest prawdopodobie«stwo, »e po wykonaniu N

kroków znajdziemy pijaka w poªo»eniu x = m l?

Niech po n krokach pijak b¦dzie w poªo»eniu x = m l , m ≤ N.
Niech nr - liczba kroków w prawo; nl - liczba kroków w lewo. Mamy
wi¦c

N = nr + nl

m = nr − nl = nr − (n − nr ) = 2nr − N

Romuald Kotowski EMM 8



Wst¦p
�a«cuchy i procesy Markova

Zastosowanie procesów Markova w in»ynierii �nansowej

Losowe bª¡dzenie
Mysz w labiryncie
Procesy gaª¡zkowe
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Przypomnienie: rozkªad dwumianowy
Prawdopodobie«stwo, »e pijak pokonaª pewn¡ drog¦ wynosi

p . . . p q . . . q = pnr qnl

Liczba realizacji takich dróg wynosi

N!

nr ! nl !

wi¦c prawdopodobie«stwo wykonania nr kroków w prawo i nl
kroków w lewo wynosi

PN =
N!

nr ! nl !
pnr qnl
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Przyjmijmy

nr =
1
2

(N + m), nl =
1
2

(N −m)

i wstawmy do wzoru na PN

PN(m) =
N!

1
2(N + m)! 1

2(N −m)!
p(N+m)/2q(N−m)/2

Szczególny przypadek p = q = 1/2:

PN(m) =
N!

1
2(N + m)! 1

2(N −m)!

(
1
2

)N
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Mysz w labiryncie

Rys. 3: Mysz jest w labiryncie o dziewi¦ciu komórkach: w komórce 9 jest jedzenie, a 6
kot; je±li kot j¡ zªapie to j¡ zje, a je±li mysz dotrze do 9 to sie naje
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Mysz w labiryncie
Mamy kilka mo»liwo±ci:

Kot zawsze siedzi w swojej komórce i czeka na o�ar¦

Kot mo»e wchodzi¢ tylko do pomieszcze« 1,2,3 i 5, gdy»
wszystkie inne otwory s¡ dla niego za maªe; do ka»dego
s¡siedniego dopuszczalnego pomieszczenia wchodzi z
jednakowym prawdopodobie«stwem

To samo co powy»ej, ale prawdopodobie«stwo, ze zostanie w
swej komórce wynosi 1

2 , a wchodzi do s¡siednich pomieszcze«
z prawdopodobie«stwem 1

4
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Losowe bª¡dzenie
Mysz w labiryncie
Procesy gaª¡zkowe

Procesy Markova

Przykªady procesów Markova

Procesy gaª¡zkowe (Galtona-Watsona)
Procesy gaª¡zkowe modeluj¡ rozwój populacji (jednopªciowej,
rozmna»aj¡cej si¦ przez podziaª, np. bakterii, ameb, monet czy
innych mikroorganizmów). Zmienne losowe y(n) (przyjmuj¡ce
nieujemne warto±ci) okre±laj¡ liczb¦ osobników w n-tym pokoleniu.
Przyjmujemy zawsze, »e jest jeden �protoplasta rodu�, czyli
y(0) = 1. Zmienne losowe opisuj¡ce, ile dzieci ma ka»dy osobnik, s¡
niezale»ne o jednakowym rozkªadzie. Gªówne pytanie, jakie si¦
pojawia, to: jakie s¡ szanse, »e dana populacja prze»yje?
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Zastosowanie procesów Markova w in»ynierii �nansowej

Losowe bª¡dzenie
Mysz w labiryncie
Procesy gaª¡zkowe

Procesy Markova

Przykªady procesów Markova

Procesy gaª¡zkowe (Galtona-Watsona)
Zaªó»my, i» osobnik mo»e mie¢ 0, 1 lub 2 potomków, a przez p0, p1
i p2 oznaczmy prawdopodobie«stwa tych zdarze«
(p0 + p1 + p2 = 1).

Rys. 4: �Drzewo� procesu dla dwóch pokole«
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Losowe bª¡dzenie
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Procesy gaª¡zkowe

Procesy Markova

Przykªady procesów Markova

Procesy gaª¡zkowe (Galtona-Watsona)
Niech xk � liczba osobników k-tej generacji. Wtedy
prawdopodobie«stwo pojawienia si¦ okre±lonej liczby osobników
danej generacji mo»na zapisa¢:

p(x0 = 1) = 1
p(x1 = 0) = p0 p(x1 = 1) = p1
p(x1 = 2) = p2
p(x2 = 0) = p0 + p0p1 + p2p

2
0 p(x2 = 1) = p0 + 2p2p1p0

p(x2 = 2) = p1p2 + p2(2p0p2 + p21) p(x2 = 3) = 2p22p1
p(x2 = 4) = p32

Je±li potraktujemy xk jako zmienn¡ losow¡, to mo»emy wyznaczy¢
jej warto±¢ oczekiwan¡ (E (Xk) = µ).
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Zastosowanie procesów Markova w in»ynierii �nansowej

Bª¡dzenie losowe (random walk)

B(t + 1) = B(t) + z(t + 1), B(0) = B0

z(t) � zakªócenie losowe opisane ci¡giem niezale»nych zmiennych
losowych o jednakowym rozkªadzie normalnym o ±redniej 0 i
wariancji 1
t � czas mierzony w jednakowych dyskretnych odst¦pach
Gdy t = 0 � tera¹niejszo±¢. Niech B(0) = 0, a przyrost czasy
∆ = 1

n
, n � dowolna liczba naturalna.
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Zastosowanie procesów Markova w in»ynierii �nansowej
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Rys. 5: Trajektoria bª¡dzenia losowego obserwowanego co 1 jednostk¦ czasu
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Zastosowanie procesów Markova w in»ynierii �nansowej

Bª¡dzenie losowe

Rys. 6: Trajektoria bª¡dzenia losowego obserwowanego co 1 jednostk¦ czasu i co 0.2
jednostki czasu
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Dla nowych jednostek czasu

B(t + ∆) = B(t) + z(t + ∆), B(0) = B0

Zmieniªa si¦ wariancja (zmienno±¢) zakªócenia losowego z(t), a
mianowicie z(t) jest teraz ci¡giem niezale»nych zmiennych
losowych o jednakowym rozkªadzie N(0,∆). Nowy proces ma takie
samo ±rednie przesuni¦cie (dryf) i wariancj¦ na przedziale o
dªugo±ci n odst¦pów (okresów), jak i wyj±ciowe bª¡dzenie losowe
obserwowane na jednostkowym przedziale.
Co si¦ stanie, gdy ∆ staje si¦ niesko«czenie maª¡ wielko±ci¡, czyli
dt?
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Formalnie mamy

B(t + dt) = B(t) + z(t + dt), B(0) = B0

Zakªócenie losowe jest teraz opisane procesem stochastycznym z(t)
z czasem ci¡gªym, zªo»onym ze zmiennych losowych niezale»nych i
o jednakowym rozkªadzie normalnym N(0, dt), zwanym biaªym
szumem (white noise). Z powy»szego wzoru wynika natychmiast,
»e

z(t + dt) = B(t + dt)− B(t) = dB(t)

Ró»niczka stochastyczna dB(t) jest identy�kowana z jedn¡ zmienn¡
losow¡ o rozkªadzie normalnym N(0, dt).
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Bª¡dzenie losowe

Z przeprowadzonej konstrukcji wynikaj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci tego
procesu:

E[dB(t)] = 0 � ±rednia gaussowskiej zmiennej losowej, tzn. o
rozkªadzie normalnym, jest równa zeru

E[dB(t)dt] = E[dB(t)]dt = 0 � konsekwencja liniowo±ci
operatora E warto±ci oczekiwanej i wªasno±ci pierwszej

E[dB(t)2] = dt � warto±¢ oczekiwana kwadratu zmiennej
losowej jest równa jej wariancji: ogólny fakt dla zmiennych
losowych o warto±ci oczekiwanej równej zero
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Bª¡dzenie losowe

VarE[dB(t)2] = E[dB(t)4]− E2[dB(t)2] = 3dt2 − dt2 = 0 �
wniosek z postaci czwartego momentu centralnego dla
gaussowskich zmiennych losowych oraz z faktu, »e dla
niesko«czenie maªych przyrostów ich kwadrat jest równy zeru

E[(dB(t)dt)2] = E[dB(t)2]dt2 = 0 � konsekwencja
wªa±ciwo±ci drugiej i trzeciej

Var[dB(t)dt] = E[dB(t)dt2]− E2[dB(t)dt] = 0 �
konsekwencja wªa±ciwo±ci drugiej i pi¡tej

E[f (dB)] = f (dB), je±li Var[f (db)] = 0 � wniosek z
wªa±ciwo±ci czwartej i szóstej dla dowolnej mierzalnej funkcji f
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Zastosowanie procesów Markova w in»ynierii �nansowej

Bª¡dzenie losowe

Z wymienionych wªa±ciwo±ci wynikaj¡ nast¦puj¡ce podstawowe
prawa mno»enia ró»niczki stochastycznej:

dB(t)2 = dt

dB(t)dt = 0

dt2 = 0
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Zastosowanie procesów Markova w in»ynierii �nansowej

Ruch Browna

Proces stochastyczny B(t) nazywamy standardowym ruchem
Browna (Brownian motion). Jest to jeden z wa»niejszych modeli
teoretycznych w rachunku prawdopodobie«stwa. Nazwa pochodzi
od dobrze znanego w �zyce procesu opisuj¡cego poªo»enie cz¡stki
w klasycznym ruchu Browna. Mo»emy go przedstawi¢ w
nast¦puj¡cej postaci caªkowej:

B(t) = B0 +

t∫
0

dB(s)

lub równowa»nie w postaci ró»niczkowej pokazanej poprzednio.
podstawowe wªasno±cpi rocesu ruchu Browna:
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Podstawowe wªa±ciwo±ci procesu ruchu Browna:

prawie wszystkie realizacje B(t) s¡ ci¡gªe

B(t) jest procesem o przyrostach stacjonarnych i niezale»nych

przyrosty procesu B(t) maj¡ rozkªad normalny N(0, dt)

rozkªady warunkowe B(u) przy danym B(t) s¡ normalne o
rozkªadzie N(b(t), u − t), dla u > t

wariancja Var[B(u)]→∞, gdy u →∞
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Ruch Browna byª po raz pierwszy wykorzystany do modelowania
procesów �nansowych przez Louisa Bacheliera, który w swojej
pionierskiej pracy doktorskiej Thèorie de la spéculation, obronionej
29 marca 1900 r. w Pary»u, zaproponowaª pierwszy teoretyczny
model procesu ceny akcji z paryskiej gieªdy. Dopiero po pracach
Alberta Einsteina z 1905 r. i Mariana Smoluchowskiego z 1907 r.
proces Browna na staªe wszedª do �zyki, a pó¹niej dzi¦ki pracom
Norberta Wienera z 1923 r. i Paula Lévy'ego z 1939 r. � równie» do
matematyki, staj¡c si¦ jednym z najwa»niejszych modeli procesów
losowych. Okazaªo si¦ jednak, »e w modelowaniu stochastycznym
procesów �nansowych sam proces ruchu Browna jest maªo
u»yteczny, natomiast przydaj¡ si¦ procesy stochastyczne b¦d¡ce
pewnymi jego mody�kacjami.
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Typowa mody�kacja:

dX (t) = µ(X (t), t)dt + σ(X (t), t)dB(t), X (0) = X0

Powy»sze równanie mo»na otrzyma¢ przez aproksymacj¦ z
bª¡dzenia losowego z uogólnionym dryfem i zmienn¡ wariancj¡

X (t + 1) = X (t) + µ(X (t), t)dt + σ(X (t), t)z(t + 1)

X (0) = X0, z(t) � ci¡g niezale»nych zmiennych losowych o
jednakowym rozkªadzie N(0, 1).
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Koniec?

Koniec wykªadu 8
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