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Andrey Andreyevich Markov

Andrey Andreyevich Markov (x 14 czerwca 1856 — 1 20 czerwca
1922) wybitny rosyjski matematyk. Znany jest przede wszystkim ze
swych prac na temat proceséw stochastycznych, zwanych pézniej
tancuchami Markova.

On i jego mtodszy brat Vladimir Andreevich Markov (1871-1897)
udowodnili tzw. Nieréwnos¢ Markova. Jego syn, inny Andrey
Andreevich Markov (1903-1979), byt réwniez wybitnym
matematykiem, dokonujac istotnych prac w dziedzinie
konstruktywnej matematyki i teorii funkcji rekursywnych.
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Procesy Markowa w reprezentacji dyskretnej lub ciagtej, jako
wyodrebniona grupa proceséw przypadkowych (losowych), sa dzi$
najlepiej zbadana dziedzing proceséw losowych i znalazty
zastosowanie w modelowaniu wielu zjawisk z zycia codziennego
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Proces Markova

Prognozowanie cen akcji gietdowych

Niemal wszystkie akcje zmieniaja swoje ceny codziennie, a duza ich cze$¢ w sposéb
niemal ciagty. Wykresy cen przedstawiaja, w zaleznosci od nastawienia obserwatora,
efekt rownowazenia sie sit popytu i podazy, dyskontowanie przysztych zdarzen, reakcje
na wydarzenia historyczne, efekt manipulacji akcjami, wptyw kosmosu badz tez
catkowicie przypadkowe ruchy Browna. Te badz jeszcze inne przyczyny zmian cen
usituje sie wykorzysta¢ w analizie historycznych przebiegéw i prébie prognozowania
przysztego zachowania cen.

Zachowanie poszczegdlnych akcji zapisane w postaci kolejnych cen i przeksztatcone do
postaci graficznej to dla kazdego inwestora wykres ceny. Bardzo podobne przebiegi i
szeregi liczb sg znane i uzywane w wielu dziedzinach nauki. Jako ze szeregi te opisuja
za pomoca kolejnych liczb zachowanie pewnego zjawiska w czasie, bardzo czesto
okresla sie je mianem szeregéw czasowych. Kolejne zdarzenia wystepujace w szeregach
czasowych tworza pewien proces. Tak wiec to, co dla inwestora jest wykresem cen, dla
specjalisty zajmujacego sie na przyktad teorig informacji, jest graficzng interpretacja
Szeregu CzasOwego OpiSujacego proces zmian cen.
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Proces Markova

Proces stochastyczny jest to takie zjawisko (reprezentowane liczbowo przez szereg
czasowy), w ktorym przyszta warto$¢ opisujaca stan zjawiska nie jest pewna (przyszte
liczby opisujace je moga przyjmowaé rézne wartosci, przy czym zadna z nich nie
pojawi sie z prawdopodobierstwem réwnym 1).

Klasycznymi przypadkami proceséw stochastycznych sg przyszte wartosci zmiennych
opisujacych pogode (temperatura, cisnienia czy kierunek badz sita wiatru). Dobrym
przyktadem moze byé wypetnianie sie nizu. Wiadomo, ze kiedy$ musi sie wypetnié i
przesuna¢ na wschéd. Mozna nawet w pewien sposb oszacowac droge, ktéra sie
przesunie i czas potrzebny na podniesienie sie ci$nienia wewnatrz nizu do wartosci
Sredniej. Nie da sie tego jednak zrobi¢ w sposéb doktadny. Czyli mimo pewnych Scisle
okreslonych ram zachowania, doktadne zachowanie nie jest znane. Podobnie jest ze
zmianami cen na gietdzie. Jakkolwiek kazdy silny spadek kiedy$s musi sie skonczy¢,
nigdy nie mamy pewnosci kiedy to nastapi.
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Proces Markova

Ciag Markowa to taki proces stochastyczny, w ktérym okreslone s
zwiazki probabilistyczne przysztych zdarzen w zaleznosci od
wczesniej wystepujacych.
@ cigg Markova pierwszego rzedu — jutrzejsze zachowanie zalezy (w sensie
statystycznym) tylko i wytacznie od dzisiejszej zmiany
@ ciag Markova drugiego rzedu — prawdopodobieAstwo jutrzejszego zachowania
zalezy od dzisiejszej i wczorajszej zmiany
@ cigg Markova zerowego rzedu — jutrzejsze zachowanie jest catkowicie niezalezne
od wczesniejszych notowan (bez wzgledu jakie byto zachowanie historyczne
przyszte zmiany beda okreslone takimi samymi zwiazkami prawdopodobiefistw);
wiasnie takie zatozenie jest wykorzystywane w analizie portfelowej czyli fakt, ze
przysztoS¢ nie zalezy od przesztoSci moze by¢ w jaki§ sposdb wykorzystany w
procesie inwestycyjnym.
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Proces Markova

Proces Markowa bazuje wytacznie na rozktadzie
prawdopodobienstw warunkowych. Moze sie wiec zdarzy¢, ze mamy
do czynienia z deterministycznym procesem chaotycznym, w ktérym
jutrzejsze zachowanie okreslone jest scistym wzorem, a mimo to
proces bedzie sprawiat wrazenie, ze jest zerowego rzedu (to znaczy
zupetnie nie zalezy od przesztosci). Wynika to z faktu, ze bardzo
podobne, niemal identyczne zachowanie historyczne moze
skutkowa¢ zupetnie réznym zachowaniem w przysztosci. Tak wiec
mimo tego, ze proces chaotyczny oznacza sie istnieniem tak zwanej
dtugoterminowej pamieci zachowania wykrycie tej zaleznosci moze
by¢ trudne badz niemozliwe.
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Proces Markova

Najwazniejszym problemem w prognozowania cen jest brak
stacjonarnosci procesu. Niestacjonarnos¢ to zjawisko, ktére jest
zrédtem wiekszosci niepowodzen inwestoréw gietdowych,
prébujacych wyznaczy¢ przyszte ceny akgji na gietdzie.

Proces stacjonarny to taki proces, w ktérym zwiazki
probabilistyczne s3 state i nie zalezg od zmiennej niezaleznej, czyli
prawdopodobienstwo wystapienia pewnej sytuacji nie zmienia sie w
miare uptywu czasu.

Gdyby przyja¢, ze zachowanie cen akgcji jest procesem niestacjonarnym o nieznanej
zmianie sposobu zachowania oznaczatoby to, ze do prognozowania przysztych cen
potrzebna bytaby wiedza o przysztym charakterze tego procesu, natomiast zupetnie
nieprzydatna bytaby wiedza o wczedniejszym zachowaniu. W skrécie oznacza to, ze
wytacznie osoby manipulujace rynkiem (przy zatozeniu, ze jest to mozliwe na wigksza
skale) mogtyby posiada¢ wiedze jak zarobi¢ na inwestycjach gietdowych.
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Proces Markova

Nalezy rozrézni¢ niestacjonarnos¢ procesu od efektywnosci rynku.
Rynek efektywny, jest skutkiem tego, ze zmiany cen sa procesem
Markowa zerowego rzedu. Dodatkowo, charakteryzuje go tak zwana
staba stacjonarnos¢, ktéra cechuje sie statoscig Sredniej i wariancji.
Czyli ostatecznie na rynku efektywnym ceny nie zaleza od
wczesniejszych. Natomiast w przypadku braku stacjonarnosci ceny
zaleza od poprzednich, lecz nie ma pewnosci, ze wiemy w jaki

sposéb.

W praktyce sprawa nie jest taka beznadziejna. Zmiany cen nie s3 procesem
stacjonarnym, jednak zmiennos$¢ zaleznosci jest bardzo powolna. To znaczy system,
ktory byt dobry wczoraj bedzie dobry jeszcze dzisiaj, a jutro bedzie tylko troche gorszy.
Kiedy$ oczywiscie moze utraci¢ swoje wtasciwosci. Ponadto mozna podejrzewaé, ze
zmiany cen sktadaja sie z kilku (zapewne trzech) proceséw o réznych charakterach.
Bardzo prawdopodobne, ze przynajmniej jeden z nich jest stacjonarny, czyli jego
parametry ustalone w przesztosci beda w przysztosci takie same.
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Wstep

Proces Markova
Niech uktad Q moze przyjmowac stany wi,ws, . .. — zbiér skonczony
lub przeliczalny i niech w pewnej jednostce czasu moze przejs¢ z
jednego stanu do innego z pewnym prawdopodobienstwem, to
(n);, (n—1)

Plwi@lvi™ ) (%)
prawdopodobieristwo warunkowe, ze uktad znajdujacy sie w chwili
n — 1 w stanie w; przejdzie do stanu w; w chwili n. Przejscia uktadu
tworza tancuch Markova jesli prawdopodobienstwo (x) od stanéw
poprzednich.
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Wstep

Proces Markova
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Rys. 1: Przyktad procesu Markowa

v
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tancuchy i procesy Markova

tancuchy Markova

tancuch jednorodny

Jesli prawdopodobieristwo nie zalezy od czasu, tzn.:

Pl ") = Pl V™)
to tancuch Markova jest jednorodny, a macierz ztozona z

elementéw

pi = P lf"™)

to macierz przej$cia. Mamy p; >0, > p;j = 1.
J
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tancuchy i procesy Markova

tancuchy Markova

Prawdopodobieristwo, ze w n przejsciach uktad przejdzie ze stanu
wj do stanu w; wynosi

pii(n) = pix(m) pij(n — m)
k
m — liczba catkowita, 1 < m < n.

Przyktad tancucha Markova: proces urodzin i $mierci — zmiana
liczebnosci populacji na skutek narodzin i smierci.
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tancuchy i procesy Markova

tancuchy Markova

tancuch pochtaniajacy

tancuch Markova nazywamy pochfaniajagcym, jesli istnieje taki
stan i, z ktérego nie mozna wyjs¢, czyli:

pi=1 A Vigipj=0

Stan taki nazywamy stanem pochtaniajacym (ang. absorbing
state). Stan nie bedacy stanem pochtaniajacym nazywamy stanem
przejsciowym (ang. transient state).
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tancuchy i procesy Markova

tancuchy Markova

Posta¢ kanoniczna tancucha pochtaniajacego
Q@ R
P =
[ 0o |/
@ — macierz tranzytywna
0 — macierz zerowa

I — macierz identyczno$ciowa
R — macierz przejscia do stanéw pochtaniajacych
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tancuchy i procesy Markova

tancuchy Markova

tancuchy ergodyczne

tancuch Markowa nazywamy ergodycznym, jesli z dowolnego

stanu mozna przejs¢ do dowolnego innego (niekoniecznie w jednym
kroku).
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tancuchy i procesy Markova

Procesy ergodyczne

Centralnym zagadnieniem teorii proceséw stochastycznych jest
znalezienie rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej y(t) w
pewnej chwili ¢ na podstawie znajomosci realizacji y(s) tej
zmiennej losowej w pewnych innych chwilach s (na ogét chwila t
odnosi sie do ,,przysztosci”).
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tancuchy i procesy Markova

Procesy ergodyczne

Jedna z podstawowych wtasnosci, dzieki ktérym mozna ocenic
rozktad prawdopodobiefistwa zmiennej losowej y(t) na podstawie
obserwacji aktualnych przebiegéw danego procesu stochastycznego,
jest tzw. wilasnos¢ ergodycznosci; mozna powiedzie¢, ze proces
stochastyczny jest ergodyczny, jezeli prawdopodobienstwo
zaobserwowania wartosci y(t) nalezacej do jakiego$ zbioru A da sie
oszacowac przez éredni czas ,pobytu” kazdej realizacji w tym
zbiorze podczas dtugiego czasu obserwacji; tak wiec w procesach
stochastycznych ergodycznych mozna oszacowac ich rozktad
prawdopodobiefistwa na podstawie obserwacji jednego przebiegu w
dostatecznie dtugim czasie, czyli otrzymane wyniki s $rednia po
czasie.
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tancuchy i procesy Markova

Procesy ergodyczne

Hipoteza ergodyczna

Ewolucja klasycznego ztozonego uktadu dynamicznego zachodzi z
jednakowym prawdopodobienstwem przez wszystkie stany, ktére s3
dostepne z punktu poczatkowego i ktére podlegaja ograniczeniom
narzuconym przez zasade zachowania energii.
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tancuchy i procesy Markova

Procesy Markova

Jeszcze raz: procesy Markova to takie procesy stochastyczne, w
ktérych znajomos¢ wartosci realizacji w pewnej chwili t pozwala na
wyznaczenie zwigzkéw probabilistycznych dla tej realizacji w
chwilach przysztych (tj. rozktadu prawdopodobienstwa dla chwil
pézniejszych od chwili t), a dodatkowe informacje o wartosciach
wczesniejszych niz t nie pozwalaja wyciaga¢ zadnych dodatkowych
informacji co do przysztosci; innymi stowy, sa to procesy
realizowane przez ukfady zapominajace przeszfosc.
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Losowe btadzenie
Mysz w labiryncie
{ a e ansowe Procesy gatazkowe

Procesy Markova

Przykfady proceséw Markova

@ Proces emisji czastek wypromieniowanych przez substancje
radioaktywna.

@ Ruch czastki zawieszonej w cieczy — tzw. ruch Browna.
@ Proces zajmowania i zwalniania taczy w centrali telefonicznej.
@ Dynamika kolejki w serwerach WWW.

Przyktadem procesu niemarkovskiego moze by¢ np. proces zmian
poziomu wody w rzece w pewnym ustalonym jej miejscu, gdzie
informacja o tym, ze w pewnej chwili t poziom wody wynosit y i
bezposrednio przedtem obserwowano np. tendencje obnizania sie
poziomu wody, pozwala na lepsze przewidywania niz sama
informacja o tym, ze w chwili t poziom wody wynosit y.
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Losowe btadzenie
Mysz w labiryncie
Procesy gatazkowe

Procesy Markova

Przyktady proceséw Markova

Btadzenie losowe: prawdopodobierstwo znalezienia uktadu w n-tym
stanie zalezy tylko od stanu poprzedniego n — 1.

Rys. 2: Losowe btadzenie pijaka: p - prawdopodobienstwo, ze pijak péjdzie w lewo;
qg =1 — p - prawdopodobienstwo, ze pijak pdjdzie w prawo; x = m/ — lokalizacja
pijaka wzdtuz osi x
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Losowe btadzenie
Mysz w labiryncie
Procesy gatazkowe

Procesy Markova

Przykfady proceséw Markova

Pytanie: jakie jest prawdopodobieristwo, ze po wykonaniu N
krokéw znajdziemy pijaka w potozeniu x = m/?

Niech po n krokach pijak bedzie w potozeniu x = m/, m < N.
Niech n, - liczba krokéw w prawo; n; - liczba krokéw w lewo. Mamy
wiec

N = n.+ n

m=n,—n=n,—(n—n,)=2n—N
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Losowe btadzenie
Mysz w labiryncie
{ a e ansowe Procesy gatazkowe

Procesy Markova

Przyktady proceséw Markova

Przypomnienie: rozktad dwumianowy
Prawdopodobienstwo, ze pijak pokonat pewna droge wynosi

ny ny

p...pq...q=p"gq
Liczba realizacji takich drég wynosi

N!

n,! ny!

wiec prawdopodobienstwo wykonania n, krokéw w prawo i n,
krokéw w lewo wynosi

ny
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Losowe btadzenie
Mysz w labiryncie
{ e e Procesy gatazkowe

Procesy Markova

Przyktady proceséw Markova

Przyjmijmy
1
nr = §(N+m)7 np=5(N—m)

i wstawmy do wzoru na Py

N!
(N + m)! 3(N — m)!

Pu(m) = - p(N+m)/2 o (N=m) /2
2

Szczegoblny przypadek p =g =1/2:

! 1\
) = T o IV ) 3)
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Losowe btadzenie
Mysz w labiryncie
Procesy gatazkowe

Procesy Markova

Przyktady proceséw Markova

Mysz w labiryncie

1 |3 6
Cat Mouse
2 5 8
4 7 9
Food

Rys 3 Mysz Jest w Iablrynue o dZIeWIQCIu komérkach: w komorce 9 jest jedzenie, a 6




Losowe btadzenie
Mysz w labiryncie
{ e e Procesy gatazkowe

Procesy Markova

Przyktady proceséw Markova

Mysz w labiryncie
Mamy kilka mozliwosci:
o Kot zawsze siedzi w swojej komérce i czeka na ofiare

o Kot moze wchodzi¢ tylko do pomieszczen 1,2,3 1 5, gdyz
wszystkie inne otwory s3 dla niego za mate; do kazdego
sasiedniego dopuszczalnego pomieszczenia wchodzi z
jednakowym prawdopodobiefistwem

@ To samo co powyzej, ale prawdopodobienstwo, ze zostanie w

swej komérce wynosi % a wchodzi do sasiednich pomieszczen

z prawdopodobienstwem %
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Losowe btadzenie
Mysz w labiryncie
Procesy gatazkowe

Procesy Markova

Przyktady proceséw Markova

Procesy gafazkowe (Galtona-Watsona)

Procesy gatazkowe modeluja rozwdj populacji (jednoptciowej,
rozmnazajacej sie przez podziat, np. bakterii, ameb, monet czy
innych mikroorganizméw). Zmienne losowe y(n) (przyjmujace
nieujemne wartosci) okreslaja liczbe osobnikéw w n-tym pokoleniu.
Przyjmujemy zawsze, ze jest jeden ,protoplasta rodu”, czyli

y(0) = 1. Zmienne losowe opisujace, ile dzieci ma kazdy osobnik, sa
niezalezne o jednakowym rozktadzie. Gtéwne pytanie, jakie sie
pojawia, to: jakie sg szanse, ze dana populacja przezyje?
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Losowe btadzenie
Mysz w labiryncie
Procesy gatazkowe

Procesy Markova

Przykfady proceséw Markova

Procesy gatazkowe (Galtona-Watsona)

Zatézmy, iz osobnik moze mie¢ 0, 1 lub 2 potomkéw, a przez py, p1
i p» oznaczmy prawdopodobienstwa tych zdarzen

(po + p1+ p2 =1).

pokolenie

~.2
2pPy 2PPo Py

Rys. 4: ,Drzewo” procesu dla dwéch pokolen
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Losowe btadzenie
Mysz w labiryncie
{ a e ansowe Procesy gatazkowe

Procesy Markova

Przyktady proceséw Markova

Procesy gafazkowe (Galtona-Watsona)

Niech x, — liczba osobnikéw k-tej generacji. Wtedy
prawdopodobiefistwo pojawienia sie okreslonej liczby osobnikéw
danej generacji mozna zapisac:

p(Xo = 1) =1

p(x1 =0) = po px1=1)=pm

p(x1 =2)=p>

p(x2 = 0) = po + pop1 + p2p3 p(x2 = 1) = po + 2p2p1po
plx =2) = P1P2 + p2(2pop2 + P7)  p(x2 =3) =2p3p

p(xo =4)=p3

Jesli potraktujemy xi jako zmiennga losows, to mozemy wyznaczy¢
jej wartos¢ oczekiwana (E(Xy) = p).
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Btadzenie losowe

. . N . Ruch Browna
Zastosowanie procesow Markova w inzynierii finansowej

Spis tresci

@ Zastosowanie proceséw Markova w inzynierii finansowej
@ Btadzenie losowe
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Btadzenie losowe
Ruch Browna

Zastosowanie procesow Markova w inzynierii finansowej

Zastosowanie proceséw Markova w inzynierii finansowej

Btadzenie losowe (random walk)

B(t+1)=B(t)+z(t+ 1), B(0) = By

z(t) — zakf6cenie losowe opisane ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie normalnym o $redniej O i
wariangji 1

t — czas mierzony w jednakowych dyskretnych odstepach

Gdy t = 0 - terazniejszos¢. Niech B(0) = 0, a przyrost czasy

A= % n — dowolna liczba naturalna.
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Btadzenie losowe

. . N . Ruch Browna
Zastosowanie procesow Markova w inzynierii finansowej

Zastosowanie proceséw Markova w inzynierii finansowej

Btadzenie losowe

4

2 4 [3 i 10

Rys. b: Trajektoria btadzenia losowego obserwowanego co 1 jednostke czasu
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Btadzenie losowe
. . N . Ruch Browna
Zastosowanie procesow Markova w inzynierii finansowej

Zastosowanie proceséw Markova w inzynierii finansowej

Btadzenie losowe

Rys. 6: Trajektoria btadzenia losowego obserwowanego co 1 jednostke czasu i co 0.2
jednostki czasu
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Btadzenie losowe

. . R . Ruch Browna
Zastosowanie procesow Markova w inzynierii finansowej

Zastosowanie proceséw Markova w inzynierii finansowej

Btadzenie losowe

Dla nowych jednostek czasu
B(t+ A) = B(t) + z(t + A), B(0) = By

Zmienita sie wariancja (zmiennos¢) zakt6cenia losowego z(t), a
mianowicie z(t) jest teraz ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie N(0, A). Nowy proces ma takie
samo $rednie przesuniecie (dryf) i wariancje na przedziale o
dtugosci n odstepéw (okreséw), jak i wyjsciowe btadzenie losowe
obserwowane na jednostkowym przedziale.

Co sie stanie, gdy A staje sie nieskonczenie mata wielkoscia, czyli
dt?
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Btadzenie losowe

Formalnie mamy
B(t + dt) = B(t) + z(t + dt), B(0) = By

Zakt6cenie losowe jest teraz opisane procesem stochastycznym z(t)
z czasem ciggtym, ztozonym ze zmiennych losowych niezaleznych i
o jednakowym rozktadzie normalnym N(O, dt), zwanym biatym
szumem (white noise). Z powyzszego wzoru wynika natychmiast,
ze

z(t + dt) = B(t + dt) — B(t) = dB(t)

Rézniczka stochastyczna dB(t) jest identyfikowana z jedna zmienna
losowa o rozktadzie normalnym N(0, dt).
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Btadzenie losowe

Z przeprowadzone] konstrukgcji wynikaja nastepujace witasnosci tego
procesu:

o E[dB(t)] = 0 — srednia gaussowskiej zmiennej losowej, tzn. o
rozktadzie normalnym, jest réwna zeru

o E[dB(t)dt] = E[dB(t)]dt = 0 — konsekwencja liniowosci
operatora [E wartosci oczekiwanej i wtasnosci pierwszej

o E[dB(t)?] = dt — wartoé¢ oczekiwana kwadratu zmiennej

losowej jest réwna jej wariancji: ogélny fakt dla zmiennych
losowych o wartosci oczekiwanej réwnej zero
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Btadzenie losowe

o VarE[dB(t)?] = E[dB(t)*] — E2[dB(t)?] = 3dt? — dt?> =0 -
wniosek z postaci czwartego momentu centralnego dla
gaussowskich zmiennych losowych oraz z faktu, ze dla
nieskoficzenie matych przyrostéw ich kwadrat jest réwny zeru

o E[(dB(t)dt)?] = E[dB(t)?]dt?> = 0 — konsekwencja
wiasciwosci drugiej i trzeciej

o Var[dB(t)dt] = E[dB(t)dt?] — E?[dB(t)dt] =0 -
konsekwencja wtasciwosci drugiej i pigte;

o E[f(dB)] = f(dB), jesli Var[f(db)] = 0 — wniosek z
wiasciwosci czwarte] i széstej dla dowolnej mierzalnej funkgji £
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Btadzenie losowe

Z wymienionych wtasciwosci wynikaja nastepujace podstawowe
prawa mnozenia rézniczki stochastycznej:

o dB(t)? = dt
e dB(t)dt =0
° dt> =0
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Spis tresci

@ Zastosowanie proceséw Markova w inzynierii finansowej

@ Ruch Browna
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Proces stochastyczny B(t) nazywamy standardowym ruchem
Browna (Brownian motion). Jest to jeden z wazniejszych modeli
teoretycznych w rachunku prawdopodobienstwa. Nazwa pochodzi
od dobrze znanego w fizyce procesu opisujacego potozenie czastki
w klasycznym ruchu Browna. Mozemy go przedstawi¢ w
nastepujacej postaci catkowej:

BM:&+/£@
0

lub réwnowaznie w postaci rézniczkowej pokazane] poprzednio.
podstawowe wtasnoscpi rocesu ruchu Browna:
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Podstawowe wtasciwosci procesu ruchu Browna:

e prawie wszystkie realizacje B(t) sa ciagte

@ B(t) jest procesem o przyrostach stacjonarnych i niezaleznych
@ przyrosty procesu B(t) maja rozktad normalny N(0, dt)
o

rozktady warunkowe B(u) przy danym B(t) sa normalne o
rozktadzie N(b(t),u —t), dla u >t

e wariancja Var[B(u)] — oo, gdy v — o0
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Ruch Browna

Ruch Browna byt po raz pierwszy wykorzystany do modelowania
proceséw finansowych przez Louisa Bacheliera, ktéry w swojej
pionierskiej pracy doktorskiej Théorie de la spéculation, obronionej
29 marca 1900 r. w Paryzu, zaproponowat pierwszy teoretyczny
model procesu ceny akcji z paryskiej gietdy. Dopiero po pracach
Alberta Einsteina z 1905 r. i Mariana Smoluchowskiego z 1907 r.
proces Browna na state wszedt do fizyki, a pézniej dzieki pracom
Norberta Wienera z 1923 r. i Paula Lévy'ego z 1939 r. — réwniez do
matematyki, stajac sie jednym z najwazniejszych modeli proceséw
losowych. Okazato sie jednak, ze w modelowaniu stochastycznym
proceséw finansowych sam proces ruchu Browna jest mato
uzyteczny, natomiast przydaja sie procesy stochastyczne bedace
pewnymi jego modyfikacjami.

Romuald Kotowski EMM 8




Btadzenie losowe

. . R . Ruch Browna
Zastosowanie procesow Markova w inzynierii finansowej

Zastosowanie proceséw Markova w inzynierii finansowej

Typowa modyfikacja:

dX(t) = p(X(t), t)dt + o(X(t), t)dB(t), X(0) = Xo

Powyzsze réwnanie mozna otrzymac przez aproksymacje z
btadzenia losowego z uogdlnionym dryfem i zmienng wariancja

X(t+1) = X(t) + u(X(t), t)dt + o(X(¢t), t)z(t + 1)

X(0) = Xo, z(t) — ciag niezaleznych zmiennych losowych o
jednakowym rozktadzie N(0,1).
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Koniec?

Koniec wyktadu 8 )
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