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Wstep

Wstep

Przypomnijmy: Programowanie matematyczne to problem
optymalizacyjny. Zadanie brzmi:

Dokonaj maksymalizacji (minimalizacji) funkcji f(x) przy
natozonych warunkach:

g(x) <£0,(=0)

h(x) = 0

gdzie x € X C R", zas f, g i h sa funkcjami zdefiniowanymi na tym
podzbiorze.

Natozone warunki nazywane s3 warunkami ograniczajacymi,
natomiast funkcja f to funkcja celu. Rozwigzania tego problemu
nazywamy rozwigzaniami optymalnymi.
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Wstep

Wstep

Nie istnieje jeden efektywny algorytm rozwigzania problemu
programowania matematycznego, dlatego problemy nalezace do
réznych klas rozwigzywane s3 réznymi metodami. Oto
najwazniejsze z nich:

programowanie liniowe

programowanie catkowitoliczbowe

programowanie zero-jedynkowe

programowanie celowe

programowanie kwadratowe

programowanie nieliniowe

programowanie dynamiczne

@ programowanie sieciowe
Programowanie matematyczne znalazfo szerokie zastosowanie w
teorii decyzji, np. przy optymalizacji struktury kosztéw produkcji.
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Przyktad: Do produkcji opakowan potrzebny jest karton i folia
aluminiowa, przy czym dostepne sa dwie metody produkcji (A i B).
W metodzie A zuzywamy 0,5 jednostki kartonu i 0,45 jednostki
folii. W metodzie B zuzywamy odpowiednio 0,6 i 0,5 jednostek
produktéw. Maksymalna dzienna produkcja jedna i druga metoda
wynosi 200 opakowan. Opakowanie wyprodukowane metoda A
przynosi nam zysk w wysokosci 1,5 zt, zas metoda B 1,8 zt.
Jednoczesnie jesteSmy w stanie dostarczy¢ dziennie do fabryki 200
jednostek kartonu i 300 jednostek folii. Jaki plan produkcji nalezy
przyjac, aby zysk z przedsiewziecia byt najwiekszy?
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Wstep

Przyktad: sformutowanie matematyczne

Formutujemy zadanie programowania matematycznego: Niech x4 i
xg oznaczaja odpowiednio liczbe jednostek wyprodukowanych
metoda A i B. Zysk mozna opisa¢ funkcja:

f(x) = 1,5zt x xa + 1,8zt % xg

Dziennie zuzyjemy
0,5 % xa + 0,6 * xg jednostek kartonu i
0,45 * x4 + 0,5 * xg jednostek folii.
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Wstep

Przyktad: sformutowanie matematyczne
Zapisujemy warunki oraz funkcje celu: zmaksymalizowaé

f(x) = 1,5zt x xa + 1,8zt * xg
Warunki ograniczajace:
0,5% x4+ 0,6 % xg < 200, 0,45 * x4 + 0,5 % xg < 300

xA <200, xg <200, xA>0, x>0

Rozwiazanie optymalne: nalezy wyprodukowa¢ 196 jednostek
metoda A i 170 jednostek metoda B. Osiggniemy wtedy
maksymalny zysk 600 zt.
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Programowanie nieliniowe

Zadanie programowania nieliniowego

sg identyczne jak dla programowania liniowego, ale w
przeciwienstwie do programowania liniowego, nie istnieje jeden
uniwersalny algorytm rozwigzywania zadan programowania
nieliniowego. Wynika to z faktu iz funkcje nieliniowe stanowia (w
pewnym sensie) duzo bardziej obszerng rodzine funkgji niz funkcje
liniowe — funkcja nieliniowa jest kazda funkcja, ktéra nie jest liniowa.
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Programowanie nieliniowe

Zadanie programowania nieliniowego

Funkcje nieliniowe charakteryzuja sie nastepujacymi cechami, ktére
mog3 utrudnia¢ obliczenia:

@ wystepowanie tzw. ekstreméw lokalnych (lokalne minima lub
maksima),

@ wystepowanie tzw. punktéw siodtowych, czyli takich, dla
ktérych funkcja osiaga maksimum dla jednej zmiennej, a
minimum dla innej (na wykresie funkcji 2 zmiennych wygladaja
one jak przetecz lub siodfo - stad nazwa),

@ nieciagtosci ('przerwy’ w wykresach),

@ osobliwosci (funkcja dazy do plus lub minus nieskonczonosci
dla skorniczonej wartosci argumentu).

Wszystko to powoduje, ze poszukiwanie rozwigzania konkretnych
zadan programowania nieliniowego zalezy od szczegdlnej postaci

tego zadania.




Programowanie nieliniowe

Zadanie programowania nieliniowego

Niektére zadania programowania nieliniowego mozna rozwigzac:
@ przy pomocy specjalnego algorytmu, jesli zadanie zalicza sie do
jednego z podtypéw, dla ktérych takie algorytmy s3 znane;
@ metoda simpleks, jezeli istnieje mozliwos¢ przeksztatcenia w
zadanie programowania liniowego np. tzw. programowanie
ilorazowe - oméwione dalej;

@ przeksztatcajac do postaci zadania programowania liniowego
catkowitoliczbowego — przyktadem moze by¢ zadanie
transportowo-produkcyjne ze statym kosztem uruchomienia
produkcji czy zadanie optymalnej diety ze statymi kosztami
zakupu.

W ogélnym przypadku nie ma niestety zadnej gwarancji, ze
rozwiazanie podane przez komputer jest choéby zblizone do
poprawnego.
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Programowanie nieliniowe

Programowanie ilorazowe

Zadanie programowania ilorazowego jest to maksymalizacja lub minimalizacja ilorazu
dwéch funkgji liniowych przy ograniczeniach liniowych. Standardowa posta¢ zadania
programowania ilorazowego wyglada nastepujaco:

Co + C1X1 + -+ CnXn
d0+d1X1+"'+ann

— min max

przy ograniczeniach
a11x1 + -+ + a1nxn < b1

amiX1 + -+ + amnXn < bm

x1>0,...x0 >0
Jesli dop + dixa + -+ dnxn Z 0 dla (x1,...,xn € D to zadanie programowania
ilorazowego mozna sprowadzi¢ do zadania programowania liniowego.
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Programowanie nieliniowe

Programowanie ilorazowe

Wprowadzmy nowe zmienne:

A= do + dixy + -+ + dpxs
— Xn
o = do + dixy + - + dpxp
. 1
©do+ dixy + -+ doxp
Wtedy i
5=

i poszukiwanie rozwiazania zadania programowania ilorazowego
sprowadza sie do rozwigzania nastepujacego zadania
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Programowanie nieliniowe

Programowanie ilorazowe

Rozwigzywanie graficzne zadania programowania ilorazowego z
dwiema zmiennymi wyglada analogicznie jak rozwiazywanie
graficzne zadania programowania liniowego tzn. nalezy wykreslié¢ w
ukfadzie wspotrzednych zbiér rozwigzan dopuszczalnych, a
nastepnie sprawdza¢ wartosci funkgji celu dla wspétrzednych
wierzchotkéw. Niemniej jednak przeksztatcenie w zadanie
programowania liniowego w podany wyzej sposéb nie jest akurat w
tym przypadku utatwieniem, poniewaz przeksztatcenie to
wprowadza dodatkowa zmienna t, co prowadzitoby do koniecznosci
sporzadzenia wykresu 3-wymiarowego.
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Programowanie nieliniowe

Programowanie ilorazowe

Programowanie ilorazowe jest stosowane przy problemach
decyzyjnych wymagajacych pogodzenia ze soba dwdch sprzecznych
kryteriéw optymalnosci np.

zysk

———————— — max
pracochtonnosé

przychéd
————— — max
koszty

koszty paszy ,
— min

dzienny przyrost masy zwierzat
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Programowanie nieliniowe

Inny podziat postaci zadan programowania nieliniowego

© Standardowa — warunki ograniczajace w postaci nieréwnosci

@ Kanoniczna — warunki ograniczajace w postaci réwnosci (z
wyjatkiem warunkéw brzegowych)

Romuald Kotowski EMM 7



Programowanie nieliniowe

Program nieliniowy w postaci kanoniczne;

Metoda mnoznikéw Lagrange'a

@ Sprawdzenie wystepowania ekstremum bezwarunkowego
funkcji celu, spetniajacego warunki ograniczajace

@ Ewentualne przeksztatcenie funkgji celu do postaci Lagrange’a
i poszukiwanie bezwarunkowego ekstremum
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Programowanie nieliniowe

Metoda mnoznikéw Lagrange'a

Szukanie ekstremum bezwarunkowego

1. Funkcja celu f osiaga bezwarunkowe ekstremum w punkcie
stacjonarnym w przypadku nieujemnej wartosci wyznacznika
macierzy drugich pochodnych funkgcji celu f po poszczegélnych
zmiennych i ich kombinacjach. Ponadto wszystkie minory gtéwne
takiej macierzy musza by¢ dodatnie.

2. Wspétrzedne punktu stacjonarnego mozna otrzymac
przyréwnujac do zera wartosci pierwszych pochodnych czastkowych
funkgji celu f po poszczegélnych zmiennych.

Romuald Kotowski EMM 7



Programowanie nieliniowe

Metoda mnoznikéw Lagrange'a

Szukanie ekstremum bezwarunkowego

e o . o
Ox? Ox20x1 OxnOXx1
@2f_ of . _oF
det Ox10x2 8)(22 OxnOx2 >0
02f 2f . f
Ox10xn  Ox20xn Ox?
of 0 of of 0
ox1 | Ox T 0x,
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Programowanie nieliniowe

Metoda mnoznikéw Lagrange'a

Funkcja Lagrange'a
Funkcja Lagrange'a L wiaze funkcje celu f z funkcjami ograniczen
gi, dzieki uzyciu wektora tzw. nieoznaczonych mnoznikéw
Lagrange'a ().

Lix;\)=f(x)+ g

Dzieki wprowadzeniu funkcji L mozna zastgpi¢ poszukiwania
optymalnej warunkowej wartosci funkcji celu f, poszukiwaniami
odpowiadajacej jej bezwarunkowej wartoéci optymalnej funkgcji
L.
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Programowanie nieliniowe

Metoda mnoznikéw Lagrange'a

Rozwiazanie optymalne

Rozwiazanie optymalne otrzymuje sie rozwigzujac nastepujacy
uktad réwnan, zawierajacy n + r réwnan (n — liczba zmiennych
decyzyjnych, r -— liczba funkgji ograniczen g;):

oL oL

%"
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Programowanie nieliniowe

Metoda mnoznikéw Lagrange'a

Posta¢ standardowa zagadnienia PNL

Do rozwiazania mozna uzy¢:
© metody mnoznikéw Lagrange'a;

@ twierdzenia Kuhna-Tuckera
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Programowanie nieliniowe

Metoda mnoznikéw Lagrange'a

Metoda mnoznikéw Lagrange'a

Spos6b postepowania podobny, jak w przypadku kanonicznej

postaci zadania PNL. W celu przeksztatcenia réwnan w nieréwnosci,

wprowadza sie zmienne bilansujace, tzw. zmienne nieistotne u?.

x14+x <10 — xi + X + u® = 10

X1+ xp > 10—>X1—|—X2—u2: 10
Rozwiazanie optymalne:

oL oL oL

a—o, 5:0, %—0
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Programowanie nieliniowe

Metoda mnoznikéw Lagrange'a

Twierdzenie Kuhna-Tuckera

f(x1,x2,...Xxn) — min
gi((x1,x2,...x2)) <0, i=12...;r, (x1,%2,...%p) >0
L(x,\)=f(x)+\g
Warunki Kuhna-Tuckera

oL oL
o 2 0, v 0, g(x)=0, gA=0, x>0, A>0
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Programowanie nieliniowe

Metoda mnoznikéw Lagrange'a

Twierdzenie Kuhna-Tuckera
Oznaczenia:

oL

a_ya g(X):W

Zmodyfikowane warunki Kuhna-Tuckera

V= 0, vx=0, g(x)+w =0,

wA=0,

x >0,
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Programowanie nieliniowe

Metoda mnoznikéw Lagrange'a

Twierdzenie Kuhna-Tuckera

Rozwigzanie optymalne mozna uzyskaé¢ rozpatrujac wszystkie
mozliwe (spetniajace ograniczenia) kombinacje wartosci sktadowych
wektoréw: v, A, 1 w.

W tym celu nalezy rozwiaza¢ poszczegélne uktady réwnan,
wynikajace z warunkéw Kuhna-Tuckera.
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Modelowanie catkowitoliczbowe

Modelowanie catkowitoliczbowe

W modelach programowania matematycznego zmiennych
catkowitoliczbowych uzywa sie m.in.:
@ Do reprezentowania wielkosci, ktére w swej naturze s3
catkowitoliczbowe, np. liczba produkowanych samochodéw,
samolotéw, liczba budowanych doméw, liczba zatrudnionych

pracownikéw itp.
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Modelowanie catkowitoliczbowe

Modelowanie catkowitoliczbowe

@ Do modelowania zmiennych decyzyjnych stuzacych do wyboru
decyzji ze zbioru mozliwych decyzji. Sa to najczesciej zmienne
binarne. Np.

_ )1 nalezy zbudowa¢ magazyn
~ |0 nie budujemy
lub tez
0 >0 nic nie budujemy
vy=11 nalezy zbudowa¢ magazyn A
2 nalezy zbudowa¢ magazyn A
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Modelowanie catkowitoliczbowe

Modelowanie catkowitoliczbowe

@ Do wyrazenia pewnych stanéw zmiennych ciagtych w
modelach liniowych. S3 to binarne zmienne wskaznikowe.

@ Do modelowania warunkéw logicznych w rzeczywistych
zagadnieniach.

@ Do modelowania niektérych nieliniowych zaleznosci.
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Modelowanie catkowitoliczbowe

Modelowanie catkowitoliczbowe

Zmienne wskaznikowe

0 — zmienna wskaznikowa zwigzang ze zmienna ciggta x to zmienna
binarna, ktérej celem jest rozréznienie pomiedzy stanem zmiennej
X =, a stanem x > 0.
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Modelowanie catkowitoliczbowe

Modelowanie catkowitoliczbowe

Zmienne wskaznikowe

Przyktad. (Problem statych kosztéw).

Niech x bedzie iloscia wytwarzanego produktu po kosztach
jednostkowych (i, a state koszty produkcji niech wynosza G.
Catkowity koszt K. wynosi zatem:

0 jesli x =10
Kc = . .
CGx+ G jeslix>0

Koszt catkowity K. nie jest funkcja liniowa. Wprowadzajac zmienna
wskaznikowa ¢ taka, ze x > 0 = § = 1 otrzymujemy liniowa
funkcje celu

KC(X) =CGx+ G
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Modelowanie catkowitoliczbowe

Modelowanie catkowitoliczbowe

Zmienne wskaznikowe

Przyktad. ((Problem optymalnej mieszaniny).
Niech zmienne x4 i xg reprezentuja odpowiednio procentowa
zawartos¢ sktadnikéw A i B w mieszance. Dodatkowo, oprécz
innych ograniczen dajacych wyrazi¢ sie w liniowej postaci wystepuje
ograniczenie: jesli w mieszance wystapi skfadnik A, to musi réwniez
w niej wystapi¢ sktadnik B.
Woprowadzamy zmienng wskaznikowa 0 taka, ze x4 > 0= 0 =1,
czyli ograniczenie

xa—0<0

Dodatkowo musimy wprowadzi¢ warunek

0=1=xg>0

ktéry modelujemy nieréwnoscia
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Modelowanie catkowitoliczbowe
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Modelowanie catkowitoliczbowe

Koniec?

Koniec wyktadu 7 )
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