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Bardzo czesto interesujacy jest taczny probabilistyczny rozktad kilku
zmiennych losowych. Tu ograniczymy sie do przypadku tylko dwéch
zmiennych losowych, ale tatwo zauwazyé, ze wszystkie ogélne
rozwazania na temat pary zmiennych losowych maja swoje
naturalne i proste uogélnienia na przypadek ich wiekszej liczby.
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Prawdopodobienstwo taczne

X, Y — dwie dyskretne zmienne losowe okreslone na tej samej
przestrzeni zdarzen elementarnych. Ich faczny rozktad jest dany
funkcja prawdopodobienstwa tacznego

f(X7y):P(X:X7YZy)

okreslajaca prawdopodobienstwo jednoczesnego przyjecia przez
zmienng losowa X wartosci x i przez zmienna losowa Y wartosci y.
Funkcja prawdopodobienstwa ma nastepujace wtasnosci:

@ f(x,y) >0 dla wszystkich (x, y)
DT
0 P(X,Y)eA) = 5 f(xy)

(x,y)EA
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Prawdopodobienstwo taczne
Przykfad
Funkcja prawdopodobienstwa facznego dana jest wzorem

1
P(X =x,Y = y) = f(x,y) = %(ery) dlax=0,1,2 0raz y =0,1,2,3
0 w innym przypadku

Tablica kondyngencji
Y

X 0 1 2 3

0 0 1/30 | 1/15 | 1/10

1

2

1/30 | 1/15 | 1/10 | 2/15
1/15 | 1/10 | 2/15 | 1/6

1 1
(2 - =
30( +0) 15
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Prawdopodobienstwo taczne

Dystrybuanta taczna dyskretnych zmiennych losowych X i Y
nazywamy funkcje

Dystrybuanta taczna ciagtych zmiennych losowych X i Y
nazywamy funkcje

F(X,Y)ZP(XSX,YSy)z//f(s,t)dsdt

—00 —O0
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Rozktad brzegowy

Rozktad brzegowy — interesuje nas tylko rozktad jednej zmiennej
Zmienna dyskretna

g(x)=> flxy) hly)=> f(xy)

Zmienna ciggta

g(x) = / fy)dy ()= / Fix, y)d
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Rozktad brzegowy

Przyktad c.d.
Rozktad brzegowy zmiennej losowej X jest dany funkcja
prawdopodobienstwa

3
g0) = P(X =) =3 flx,y) = 55 D (x+y) = 2e(2x+3) VO
y=0

Rozktad brzegowy zmiennej losowe] Y jest dany funkcja
prawdopodobienstwa

hy) = Zf(xy y+1) Vo
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Rozktad brzegowy

Przyktad c.d.

Tablica kondyngencji
Y

X[ 0 1 2 3

0| 0 |1/30|1/15|1/10| 1/5
1[1/30 | 1/15 | 1/10 | 2/15 | 1/3
2 | 1/15 | 1/10 | 2/15 | 1/6 | 7/15
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Rozktad warunkowy
Rozktad warunkowy zmiennej losowej X pod warunkiem, ze
zmienna losowa Y przyjeta wartos¢ y, czyli ze Y = yg, jest dany

funkcja

f(xly) =
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Rozktad warunkowy

Przykfad c.d.

wxty) _ x+y
fxly) ={ (v +1) 3(r+1)
0 w innym przypadku

dlax =0,1,2

Dla Yy =2

F(x[2) = P(X = x|y = 2) = X 12

,dlax=0,1,2 V0

4

1
PX=0Y =2)=5,P(X=1]Y =2) = 5,P(X =2|Y =2) =

O N
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Zmienne niezalezne

Dwie zmienne losowe X i Y o tacznym rozktfadzie f(-,-) nazywamy
niezaleznymi wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich par
uporzadkowanych (x, y) z zakresu wartosci zmiennej losowej X oraz
zmiennej losowej Y

f(x,y) = g(x) h(y)

Przyktfad zaleznych zmiennych losowych

F(x,y) 8xy dlal0<x<y<l1
X’ = .
Y 0 w innym przypadku
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Wartosé oczekiwana

p(X,Y) — ustalona (rzeczywista) funkcje zmiennych losowych X i
Y o tacznym rozktfadzie f(x,y). Wartosciag oczekiwang zmienne;j
losowej p(X, Y) nazywamy wielkosé

2o 2y P, ¥)f(x,y), gdy X, Y dyskretne

Iz = E[p(X,Y)]=q oo oo
PECY) I [ p(xy)f(x,y)dxdy, gy X, Y ciagte

—00 —00
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Wartosé oczekiwana

Zastosowanie

Kazdy z momentéw pojedynczej zmiennej losowej, powiedzmy
zmiennej X, moze by¢ przedstawiony jako wartos¢ oczekiwana
odpowiedniej funkgcji p(X, Y). Chcac na przyktad otrzymaé wartos¢
oczekiwana zmiennej losowej X wystarczy za funkcje p(X, Y)
przyjac funkcje p(X, Y) = X:

dox 2y Xf(x,y) =32, xg(x), gdy X, Y dyskretne

[ [ xf(x,y)dxdy = [ xg(x)dx, gdy X,Y ciagte
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Wskazniki rozproszenia

Wariancja w prébie przypomnienie

Z (1)
=1

X — $rednia w prébie.

Odchylenie standardowe
s=Vs2 (2)

4
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Kowariancja

X i Y — zmienne losowe o facznym rozktadzie f(-,-), Kowariancja
zmiennych X i Y nazywamy wielkosé:

Pox 2y (x = x)(y — py)f(x,y), X,Y dyskretne

oxy = E[(X—px)(Y—py)l = oo oo ,

| ] (x—px)(y — py)f(x,y)dxdy, X,Y ciagte

px, py — odpowiednio $rednia wartos¢ (oczekiwana) zmiennej X i
zmiennej Y. Inne oznaczenie oxy to Conv(X,Y). Zauwazmy, ze

2
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Kowariancja

Kowariancja zmiennych X i Y jest dodatnia
o jezeli 'duzym’ wartosciom zmiennej X (czyli wiekszym od
wartosci Sredniej px) towarzysza zwykle 'duze’ wartosci
zmiennej Y (wieksze od py)i...
@ jezeli 'matym’ wartosciom zmiennej X towarzysza zwykle
'mate’ wartosci zmiennej Y (mniejsze od wartosci sredniej ux i
Wy odpowiednio)
Kowariancja zmiennych X i Y jest ujemna
@ jezeli wartosciom zmiennej X wiekszym od px towarzysza
zwykle wartosci zmiennej Y mniejsze od py
@ jezeli wartosciom zmiennej X mniejszym od ux towarzysza
zwykle wartosci zmiennej Y wieksze od py
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Kowariancja

Kowariancja umozliwia zatem skonstruowanie wskaznika méwiacego o istnieniu (lub

nieistnieniu) zaleznosci 'dodatniej’ lub 'ujemnej’ miedzy zmiennymi losowymi.

Przydatne zaleznosci
Cov(X,Y) = E(XY) — px py
Jesli zmienne losowe X, Y s3 niezalezne, to
Cov(X,Y)=0

Var(aX + bY) = a®Var(X) + b*Var(Y) + 2abCov(X, Y)

gdzie a, b — state
Whiosek: jesli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne, to

Var(aX 4+ bY) = a®Var(X) + b*Var(Y)
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Wspétczynnik korelacji p

Cov(X,Y)

= Ve () Var(v)
WiHasciwosci:
o —1<p<l1
@ p=1+«jezeli Y =a+ bX, b >0, a, b- state
0 p=—1«jezeli Y =a+ bX, <0, a, b - state

@ p =0 « jezeli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne
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Para zmiennych losowych

Wspétczynnik korelacji p

7=

=)

i /’/’ o)
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a2 a1 01 2 3

42101 2 3

Rys. 1: Gestos¢ dwuwymiarowego rozktadu normalnego N(0,0,1,1,0) oraz warstwice i
przyktadowa préba losowa

v
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Para zmiennych losowych

a)  Wsp.kor. r=05 b)  Wsp. kor. r=08 c)  Wsp kor. r=-09
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Rys. 2: Gestosci dwuwymiarowego rozktadu normalnego oraz warstwice i przyktadowe
préby losowe dla réznych wartosci wspétczynnika korelacji r
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Wspétczynnik korelacji p

Przykfad: dwuwymiarowy rozkfad normalny
N(ux, py,ox,0y,p), dany taczng gestoscia

e_q/2
2noxoy\/1 — p?

o< X, y<oo, ox,0y >0, -1<p<l1

f(Xay) =

q

1 X — mx o X—mx, y— my Yy — My
= _2
— | - 2o (T + (T

oy
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Dwuwymiarowy rozktad normalny

1. Para zmiennych losowych Xi Y ma dwuwymiarowy rozktad
normalny wtedy i tylko wtedy, gdy kazda kombinacja liniowa tych
zmiennych, aX + bY , gdzie a i b — dowolne state, ma rozktad
normalny.

2. Zmienne losowe X i Y s3 niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy ich
wspoétczynnik korelacjirhi jest réwny 0.

3. Jesli X i Y sa niezalezne i maja rozktady normalne odpowiednio
N(p1,01) i N(uz2,02), to dla dowolnych liczb a i b, nie bedacych
réwnoczesnie réwne 0, aX + bY ma rozktad normalny N(u, o),

gdzie pp = apy + buo i 0 = /a%0% + b203.
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Wspotczynnik korelacji probkowej

Woprowadzimy obecnie pojecie wspétczynnika korelacji probkowej
bedacego estymatorem wspotczynnika korelacji. Jego wartosé
obliczona dla konkretnych wartosci préby utatwia w wielu
przypadkach okreslenie sity zaleznosci. Wspotczynnik korelacji
zmiennych losowych X i Y zostat zdefiniowany jako warto$¢ srednia
standaryzowanych zmiennych (X — ux)/ox i (Y — py)/oy.
Wspétczynnik korelacji prébkowej jest odpowiednikiem tej definicji
dla préby (X1, Y1), ..., (Xn, Yn).

1 /X—-X\/Y-Y
r_n—lz< Sx )( Sy >

i=1

X i Sx — érednia i odchylenie préby X1, Xo, ..., Xn: Y i Sy —
$rednia i odchylenie préby Y1, Yo, ..., Y,
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Wspétczynnik korelacji prébkowej

(1) Probkowy wspoétczynnik korelacji jest ograniczong —1 < r < 1.
Wartosci r bliskie —1lub 1 wskazuja, ze wykres rozproszenia jest
skupiony wokét prostej.

(2) W przypadku liniowego charakteru wykresu rozproszenia
probkowy wspétczynnik korelacji mierzy site zaleznosci miedzy
zmiennymi.
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Wspétczynnik korelacji prébkowej

r

30+ -

Bem e Mm@
.

¥

Kolokwium

Rys. 3: Przyktadowy wykres rozproszenia wynikéw za kolokwium i egzamin (w
punktach)
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Regresja liniowa

Nowe nazwy:

X — zmienna objasniajaca (zmienna niezalezna)

Y — zmienna objasniana (zmienna zalezna)

Poszukujemy przyblizonej zaleznosci funkcyjnej miedzy tymi
zmiennymi.

Zatozymy zaleznos¢ liniowa w postaci

y = bo + bix

bg — wyraz wolny, b; — wspétczynnik kierunkowy

Mowimy, ze y; = bg + bix; to wartos¢ y przewidywana na
podstawie rozpatrywanej prostej dla wartosci zmiennej objasniajace;
x réwnej x;. Btad oszacowania, czyli tzw. warto$¢ resztowa lub
residuum wynosi y; — §;.
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Regresja liniowa

Pytanie: jak przeprowadzi¢ prosta przez chmure wynikéw, by
residua byty jak najmniejsze?

Prosta regresji oparta na metodzie najmniejszych kwadratéw
nazywamy prosta by + bix, dla ktérej wartos¢ sumy

n

S(bo, b1) =Y (vi— 9i)* =D _(vi — (bo + b1x))?
i=1

i=1

traktowanej jako funkcja wszystkich mozliwych wartosci
wspétczynnika kierunkowego i wyrazu wolnego, jest minimalna.
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Regresja liniowa

Prosta analiza daje nstp. wyniki:

1
bo = ;(Zy,' = blle) =y — bix
fi=1l i=1
Z(XI' _)_()yl
b]_ — I:nl
> (xi —X)?
i=1

Wartos¢ y = by + bix nazywamy wartoscia przewidywana zmiennej
objasnianej na podstawie prostej najmniejszych kwadratéw (NMK)
dla wartosci zmiennej objasniajacej réwnej x.
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Koniec?

Koniec wyktadu 4 |
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