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Pojecie réwnowagi Nasha czesto wystepuje w rozwazaniach
dotyczacych teorii gier. Oméwimy kilka gier, gdzie réwnowaga
Nasha jest istotnym elementem rozwazan.
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Oligopol, cta oraz zbrodnia i kara

Oligopol

Duopol Cournota
Augustin Cournot (1838, Studia nad matematycznymi podstawami
teorii dobrobytu) — model zaleznosci miedzy dwiema konkurujacymi
ze soba firmami:
@ firmy 1 i 2 produkuja ten sam towar — konsumentom wszystko
jedno od kogo kupuja
o g; — wielkos¢ produkgji firmy i, g1, g> > 0, czyli catkowita
produkcja g1 + g2 (w tysigcach)
@ cena p zalezy od liczby sztuk wyprodukowanego towaru, np.
p = 1000 — g1 — go; koszt produkcji 100$/1000 sztuk towaru

@ cel: zmaksymalizowaé zysk
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Oligopol, cta oraz zbrodnia i kara

Oligopol

Duopol Cournota

Wyznaczamy posta¢ normalna gry.

@ zysk (uj) = (produkcja x cena jednostkowa) - koszty

u1(q1,92) = (1000 — g1 — g2)q1 — 1004,
u2(q1, g2) = (1000 — g1 — g2)g2 — 100g2
@ maximum tych funkgji, np. u;:
1000 — 2g; — g» — 100 = 0 < g1 = 450 — g»/2

o czyli (gra jest symetryczna) powinni produkowac
g1 = g2 = 300 — ten profil strategii jest rownowaga Nasha
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Oligopol, cta oraz zbrodnia i kara

Oligopol

Duopol Cournota

Z punktu widzenia przedsiebiorstw, réwnowaga Nasha gry Cournota
nie jest efektywna. Pod tym wzgledem gra Cournota jest podobna
do dylematu wieznia. Zobaczymy to, jesli zauwazymy ze firmy
zrobig lepiej produkujac po 225 000 sztuk towaru kazda - wtedy
maksymalizuja taczny zysk, gdyz wtasne koszty i korzysci
przedsiebiorstwa przy wzrastajacej produkgeji réznig sie od tacznych
kosztéw i korzysci.
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Oligopol, cta oraz zbrodnia i kara

Oligopol

Duopol Bertranda

Model Cournota jest nierealistyczny, bo firmy wybierajg wielkos¢
produkcji, ale nie wybieraja ceny.

Model Josepha Bertranda (1883, Matematyczna teoria dobrobytu
spotecznego): zatézmy, ze firmy niezaleznie od siebie ustalaja ceny i
patrza jaki popyt. Niech relacja cena - produkcja jak poprzednio

@ = 1000 — p, gdzie @ =q1 + q»

czyli przy cenie p popyt wyniesie 1000 — p. Klienci kupuja gdzie
taniej, wiec jesli u konkurenta bedzie taniej, to firma nie sprzeda ani
jednej sztuki towaru.

p;i — ceny ustalone przez firmy

ui(p1, p2) — wyptaty dla firmy i
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Oligopol, cta oraz zbrodnia i kara

Oligopol

Duopol Bertranda

ui(p1, p2) = (1000 — p;j)p; — 100(1000 — p;) = (1000 — p;)(p; — 100)

czyli

ui(pL, p2) =

{ (1000 — pi)(p;i —100)  gdy pi < p;
0 gdy pi > p;
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Oligopol, cta oraz zbrodnia i kara

Oligopol

Duopol Bertranda

W grze Bertranda firmy w réwnowadze osiggaja zysk zero, a u
Couranta zyski s dodatnie. U Bertranda ceny s3 nizsze, a wielkosci
produkcji wyzsze. U Couranta by zwiekszy¢ sprzedaz trzeba
zwiekszy¢ produkcje, a duze przyrosty produkcji powoduja duze
spadki cen, co zle wptywa na zysk. Tak wiec, w przypadku rynkéw z
jednorodnymi towarami, manipulacje cenowe s3 lepsze od
manipulacji ilosciowych.
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Oligopol, cta oraz zbrodnia i kara

Polityka celna

Rzady moga wprowadza¢ bariery ograniczajace handel
miedzynarodowy. Korzys¢ przy niewielkich ctach, ale przy zatozeniu
ze inni cet nie podniosa.
@ wzrost cen na banany w UE (bo cto)— spadek globalnego
popytu i spadek cen
@ gdy réznica duza — dochody z cet moga by¢ wieksze niz
spadek dobrobytu obywateli UE
Inny kraj moze stosowa¢ podobna polityke, np. USA na sery z UE.
W rezultacie oba kraje stracg. Obie strony skorzystaja, gdy uda sie
utrzymac polityke wolnego handlu.
Sytuacja podobna jak w dylemacie wieznia.
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Oligopol, cta oraz zbrodnia i kara

Zwalczanie przestepczosci

Gary Becker (Noblista): ... optymalny zakres podejmowanych
srodkéw przymusu zalezy m.in., od kosztéw zatrzymania
przestepcow, osadzenia ich, rodzaju kary (grzywna, wiezienie),
reakcji wiezniow na zmiany stosowanych Srodkow.

Whiosek: nawet przy optymalnej polityce $cigania przestepstw,
beda one w dalszym ciggu popetniane.

EMM 11



Oligopol, cta oraz zbrodnia i kara

Zwalczanie przestepczosci

Gra

o wtadze (W) maja poziom wydatkéw na Sciganie x > 0

@ przestepca (P) wybiera poziom nielegalnej aktywnosci y > 0
Wypftata wtadz
uy = —cx — y?/x

—y?/x — negatywny efekt spoteczny dziatalnosci przestepczej, c -
umowny jednostkowy koszt dziatania policji
Woyptata przestepcy

up = y"2/(1+ xy)

y1/2 — korzys¢ z dziatalnosci przestepczej, gdy nie schwytany;

1“ 14+ x H — irawdoEodobieﬁstwo schwitania




Strategie mieszane

Strategie mieszane

Strategia mieszana — wybdr strategii zgodnie z pewnym rozktadem
prawdopodobienstwa — ocena przez gracza jego wtasnych zachowan.
Zbidr strategii mieszanych zawiera wszystkie strategie czyste.
Funkcja wyptaty — wartos¢ oczekiwana.
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Strategie mieszane

Strategie mieszane

Niektére gry nie maja réwnowagi Nasha.

Orzet i reszka: gracze jednoczesnie i niezaleznie od siebie
wybieraja 'orta’ albo 'reszke’, pokazujac monete na swojej rece.
Jezeli ich wybdr jest zgodny, to gracz 2 musi oddaé swoja monete
graczowi 1; w przeciwnym wypadku gracz 1 oddaje swoja monete
graczowi 2.

Tu zaden profil nie jest stabilny, zawsze jest wygrany i przegrany,
ale sytuacja sie zmienia, gdy ktérys z nich zmieni strategie. Wybér
dwu strategii z prawdopodobieristwem 1/2 wyglada na wycofanie
sie z gry, ale naprawde jest sktadnikiem réwnowagi Nasha w
strategiach mieszanych
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Strategie mieszane

Strategie mieszane

Lobbing

Aby strategia mieszana byta najlepsza odpowiedzig, musi ona
przypisywa¢ dodatnie prawdopodobienstwo tylko tym strategiom
czystym, ktére sa najlepszymi odpowiedziami.
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Strategie mieszane

Strategie mieszane

Lobbing
Przyktad — lobbing
Dwie firmy niezaleznie podejmuja decyzje — lobbowaé¢ (L), wtedy
koszt = 15, czy nie lobbowa¢ (N). Gdy obie lobbuja, albo obie nie
lobbuja to osiggna zysk = 10.
O Y - lobbuje, X - nie, Y ma korzys¢= 30, X ma korzys¢= 0,
wiec wyptata Y= 30 — 15
@ X - lobbuje, Y - nie, X ma korzys¢= 40, Y ma korzys¢= 0,
wiec wyptata X= 40 — 15
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Strategie mieszane

Rys. 1: Postaé¢ normalna gry w lobbing

Gra ma dwie réwnowagi w strategiach czystych: (N,L) oraz (L,N).
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Strategie mieszane

g — prawdopodobienstwo wyboru przez firme Y strategii L, czyli
strategia mieszana Y to (g,1 — q)

Witedy firma X, jesli wybierze strategie L, ma wyptate
—59g+25(1—-q)=25—-30¢qg

a jesli wybierze strategie N, to 0g+10(1 —¢) =10—10¢
Dla firmy X, jesli wybierze strategie mieszang, to musi by¢

25 — 30 = 10 — 10q

czyli ¢ = 3/4, czyli najlepsza odpowiedzig firmy X bedzie strategia
mieszana, jezeli strategia firmy Y jest (3/4,1/4).
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Analiza zachowan w warunkach dynamicznych

Analiza zachowan w warunkach dynamicznych

Postulaty drzew gry

Postulat 1: Kazdy wierzchotek nastepuje po wierzchotku
poczatkowym. Tylko wierzchotek poczatkowy nie ma powyzszej
wiasciwosci.

Wicrzchofek
pocaskowy

Rys. 2: Drzewo
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Analiza zachowan w warunkach dynamicznych

Analiza zachowan w warunkach dynamicznych

Postulaty drzew gry

Postulat 2: Kazdy wierzchotek, oprécz poczatkowego, ma
doktadnie jednego bezposredniego poprzednika. Wierzchotek
poczatkowy nie ma poprzednikéw.

Postulat 3: Krawedzie wychodzace z tego samego wierzchotka
maja rézne nazwy.

Postulat 4: Kazdy zbiér informacyjny zawiera wierzchotki
decyzyjne tylko jednego gracza gracza.

Postulat 5: Wszystkie wierzchotki w danym zbiorze informacyjnym
maja identyczng liczbe bezposrednich nastepnikéw i ten sam zbidr

nazw krawedzi (odpowiadajacych akcjom gracza) prowadzacych do
ich nastepnikéw.
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Analiza zachowan w warunkach dynamicznych

Rys. 3: To nie s3 zbiory informacyjne
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Analiza zachowan w warunkach dynamicznych

Analiza zachowan w warunkach dynamicznych

Zaktadamy, ze gracze maja pamie¢ doskonaty, czyli pamietaja
wszystkie swoje posuniecia. Podobno teoretycy studiujacy pamieé
niedoskonata, zapomnieli gdzie zostawili notatki.
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Analiza zachowan w warunkach dynamicznych

N
| -
[ e}
-

{...-F----d- H ---\-\--' -
o L
l:;___h_ !

-H--h" . 1 .3. . -'-"

[ - | T

-7
Y e

Rys. 4: Pamie¢ niedoskonata

Gdy graf ma linie przerywang, to mamy gre z niepetna informacja.
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Indukcja wsteczna

wsteczna
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Rys. 5: Wejscie na rynek i wojna cenowa
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Indukcja wsteczna

Indukcja wsteczna

Mamy dwie firmy: G1 — konkurent, G2 — firma dziatajaca od dawna.
Gracz G1 — wejs¢, czy nie wejs¢ na rynek?

Jezeli stara firma zaakceptuje dziatalnos¢ konkurenta, to obie firmy
osiagna umiarkowane zyski.

Z rys. 5 wynika, ze s3 dwie réwnowagi w strategiach czystych:
(W,A) i (N,P)

Zatozenie — gracze podejmuja decyzje o strategii przed
rozpoczeciem gry i zapisuja Jja.
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Indukcja wsteczna

Indukcja wsteczna

Czy réwnowaga (N,P) jest prawdopodobna?

Raczej nie, bo rzadko zapisuje sie strategie, nie uwzgledniajac
uptywu czasu. W rzeczywistosci grozba wywotania wojny cenowe;j
jest niewiarygodna.
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Gry powtarzane

Gry powtarzane

T — liczba etapéw gry

A= A1 X Ay X -+ X Ap — zbiér wszystkich profili akcji graczy
ui(a) — wyptata gracza i przy wyborze profilu a

Zawsze rozgrywana jest ta sama gra i uczestnicy pamietaja historie
gry. Wyptata w catej grze, jest suma wyptat w grach etapowych.

Np. na rys. 6: jezeli w pierwszym okresie dojdzie do wyniku (A,X),
a w drugim do (B,Y), to
@ wypfata gracza 1: 4 +2 =6

@ wypfata gracza 2: 3+ 1 =4
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Gry powtarzane

Gry powtarzane

A 4,3 oo 14

Rys. 6: Jednokrotnie powtérzona gra etapowa (T = 2)
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Gry powtarzane

Gry powtarzane

Na rys. 7 kazdy punkt odpowiada sumie dwéch wektoréw wyptata w
grach etapowych. Np. wektor wyptat (3,5) oznacza, ze w pierwszym
okresie nastapi wynik (A,Z), a w drugim (B,Y), lub na odwrét.

Te gry maja bardzo duzo strategii.
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Rys.

Gry powtarzane
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7: Mozliwe wyptaty w grze powtarzanej
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Gry powtarzane

© J. Watson, Strategia, wprowadzenie do teorii gier, WNT,
Warszawa 2005

@ J. von Neumann, O. Morgenstern, Theory of games and
economic behavior, Princeton University Press, 1944
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Gry powtarzane

Koniec? :-(

Koniec wyktadu 11 |
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