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Wst¦p

Poj¦cie równowagi Nasha cz¦sto wyst¦puje w rozwa»aniach
dotycz¡cych teorii gier. Omówimy kilka gier, gdzie równowaga
Nasha jest istotnym elementem rozwa»a«.
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Oligopol

Duopol Cournota

Augustin Cournot (1838, Studia nad matematycznymi podstawami

teorii dobrobytu) � model zale»no±ci mi¦dzy dwiema konkuruj¡cymi
ze sob¡ �rmami:

�rmy 1 i 2 produkuj¡ ten sam towar � konsumentom wszystko
jedno od kogo kupuj¡

qi � wielko±¢ produkcji �rmy i , q1, q2 ≥ 0, czyli caªkowita
produkcja q1 + q2 (w tysi¡cach)

cena p zale»y od liczby sztuk wyprodukowanego towaru, np.
p = 1000− q1 − q2; koszt produkcji 100$/1000 sztuk towaru

cel: zmaksymalizowa¢ zysk
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Oligopol

Duopol Cournota

Wyznaczamy posta¢ normaln¡ gry.

zysk (ui ) = (produkcja × cena jednostkowa) - koszty

u1(q1, q2) = (1000− q1 − q2)q1 − 100q1,

u2(q1, q2) = (1000− q1 − q2)q2 − 100q2

maximum tych funkcji, np. u1:
1000− 2q1 − q2 − 100 = 0 ↪→ q1 = 450− q2/2

czyli (gra jest symetryczna) powinni produkowa¢
q1 = q2 = 300 � ten pro�l strategii jest równowag¡ Nasha
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Oligopol

Duopol Cournota

Z punktu widzenia przedsi¦biorstw, równowaga Nasha gry Cournota
nie jest efektywna. Pod tym wzgl¦dem gra Cournota jest podobna
do dylematu wi¦¹nia. Zobaczymy to, je±li zauwa»ymy »e �rmy
zrobi¡ lepiej produkuj¡c po 225 000 sztuk towaru ka»da - wtedy
maksymalizuj¡ ª¡czny zysk, gdy» wªasne koszty i korzy±ci
przedsi¦biorstwa przy wzrastaj¡cej produkcji ró»ni¡ si¦ od ª¡cznych
kosztów i korzy±ci.
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Oligopol

Duopol Bertranda

Model Cournota jest nierealistyczny, bo �rmy wybieraj¡ wielko±¢
produkcji, ale nie wybieraj¡ ceny.
Model Josepha Bertranda (1883, Matematyczna teoria dobrobytu

spoªecznego): zaªó»my, »e �rmy niezale»nie od siebie ustalaj¡ ceny i
patrz¡ jaki popyt. Niech relacja cena - produkcja jak poprzednio

Q = 1000− p, gdzie Q = q1 + q2

czyli przy cenie p popyt wyniesie 1000− p. Klienci kupuj¡ gdzie
taniej, wi¦c je±li u konkurenta b¦dzie taniej, to �rma nie sprzeda ani
jednej sztuki towaru.
pi � ceny ustalone przez �rmy
ui (p1, p2) � wypªaty dla �rmy i
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Oligopol

Duopol Bertranda

ui (p1, p2) = (1000−pi )pi −100(1000−pi ) = (1000−pi )(pi −100)

czyli

ui (p1, p2) =

{
(1000− pi )(pi − 100) gdy pi < pj
0 gdy pi > pj
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Oligopol

Duopol Bertranda

W grze Bertranda �rmy w równowadze osi¡gaj¡ zysk zero, a u
Couranta zyski s¡ dodatnie. U Bertranda ceny s¡ ni»sze, a wielko±ci
produkcji wy»sze. U Couranta by zwi¦kszy¢ sprzeda» trzeba
zwi¦kszy¢ produkcje, a du»e przyrosty produkcji powoduj¡ du»e
spadki cen, co ¹le wpªywa na zysk. Tak wi¦c, w przypadku rynków z
jednorodnymi towarami, manipulacje cenowe s¡ lepsze od
manipulacji ilo±ciowych.
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Polityka celna

Rz¡dy mog¡ wprowadza¢ bariery ograniczaj¡ce handel
mi¦dzynarodowy. Korzy±¢ przy niewielkich cªach, ale przy zaªo»eniu
»e inni ceª nie podnios¡.

wzrost cen na banany w UE (bo cªo)↪→ spadek globalnego
popytu i spadek cen

gdy ró»nica du»a ↪→ dochody z ceª mog¡ by¢ wi¦ksze ni»
spadek dobrobytu obywateli UE

Inny kraj mo»e stosowa¢ podobn¡ polityk¦, np. USA na sery z UE.
W rezultacie oba kraje strac¡. Obie strony skorzystaj¡, gdy uda si¦
utrzyma¢ polityk¦ wolnego handlu.
Sytuacja podobna jak w dylemacie wi¦¹nia.
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Zwalczanie przest¦pczo±ci

Gary Becker (Noblista): . . . optymalny zakres podejmowanych

±rodków przymusu zale»y m.in., od kosztów zatrzymania

przest¦pców, os¡dzenia ich, rodzaju kary (grzywna, wi¦zienie),

reakcji wi¦¹niów na zmiany stosowanych ±rodków.

Wniosek: nawet przy optymalnej polityce ±cigania przest¦pstw,
b¦d¡ one w dalszym ci¡gu popeªniane.
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Zwalczanie przest¦pczo±ci

Gra

wªadze (W) maj¡ poziom wydatków na ±ciganie x ≥ 0

przest¦pca (P) wybiera poziom nielegalnej aktywno±ci y ≥ 0

Wypªata wªadz

uW = −c x − y2/x

−y2/x � negatywny efekt spoªeczny dziaªalno±ci przest¦pczej, c -
umowny jednostkowy koszt dziaªania policji
Wypªata przest¦pcy

uP = y1/2/(1 + x y)

y1/2 � korzy±¢ z dziaªalno±ci przest¦pczej, gdy nie schwytany;
1/(1 + x y) � prawdopodobie«stwo schwytania
Zadanie domowe: znajd¹ równowag¦ Nasha i opisz sytuacj¦ w zale»no±ci od zmiany
parametrów.

Romuald Kotowski EMM 11



Wst¦p
Oligopol, cªa oraz zbrodnia i kara

Strategie mieszane
Analiza zachowa« w warunkach dynamicznych

Indukcja wsteczna
Gry powtarzane

Strategie mieszane

Strategia mieszana � wybór strategii zgodnie z pewnym rozkªadem
prawdopodobie«stwa � ocena przez gracza jego wªasnych zachowa«.
Zbiór strategii mieszanych zawiera wszystkie strategie czyste.
Funkcja wypªaty � warto±¢ oczekiwana.
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Strategie mieszane

Niektóre gry nie maj¡ równowagi Nasha.
Orzeª i reszka: gracze jednocze±nie i niezale»nie od siebie
wybieraj¡ 'orªa' albo 'reszk¦', pokazuj¡c monet¦ na swojej r¦ce.
Je»eli ich wybór jest zgodny, to gracz 2 musi odda¢ swoj¡ monet¦
graczowi 1; w przeciwnym wypadku gracz 1 oddaje swoj¡ monet¦
graczowi 2.

Tu »aden pro�l nie jest stabilny, zawsze jest wygrany i przegrany,
ale sytuacja sie zmienia, gdy który± z nich zmieni strategi¦. Wybór
dwu strategii z prawdopodobie«stwem 1/2 wygl¡da na wycofanie
si¦ z gry, ale naprawd¦ jest skªadnikiem równowagi Nasha w
strategiach mieszanych
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Strategie mieszane

Lobbing

Aby strategia mieszana byªa najlepsz¡ odpowiedzi¡, musi ona
przypisywa¢ dodatnie prawdopodobie«stwo tylko tym strategiom
czystym, które s¡ najlepszymi odpowiedziami.

Romuald Kotowski EMM 11



Wst¦p
Oligopol, cªa oraz zbrodnia i kara

Strategie mieszane
Analiza zachowa« w warunkach dynamicznych

Indukcja wsteczna
Gry powtarzane

Strategie mieszane

Lobbing

Przykªad � lobbing

Dwie �rmy niezale»nie podejmuj¡ decyzje � lobbowa¢ (L), wtedy
koszt = 15, czy nie lobbowa¢ (N). Gdy obie lobbuj¡, albo obie nie
lobbuj¡ to osi¡gn¡ zysk = 10.

1 Y - lobbuje, X - nie, Y ma korzy±¢= 30, X ma korzy±¢= 0,
wi¦c wypªata Y= 30− 15

2 X - lobbuje, Y - nie, X ma korzy±¢= 40, Y ma korzy±¢= 0,
wi¦c wypªata X= 40− 15
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Rys. 1: Posta¢ normalna gry w lobbing

Gra ma dwie równowagi w strategiach czystych: (N,L) oraz (L,N).
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q � prawdopodobie«stwo wyboru przez �rm¦ Y strategii L, czyli
strategia mieszana Y to (q, 1− q)
Wtedy �rma X, je±li wybierze strategi¦ L, ma wypªat¦
−5 q + 25 (1− q) = 25− 30 q
a je±li wybierze strategi¦ N, to 0 q + 10 (1− q) = 10− 10 q
Dla �rmy X, je±li wybierze strategi¦ mieszan¡, to musi by¢

25− 30q = 10− 10q

czyli q = 3/4, czyli najlepsz¡ odpowiedzi¡ �rmy X b¦dzie strategia
mieszana, je»eli strategi¡ �rmy Y jest (3/4, 1/4).
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Analiza zachowa« w warunkach dynamicznych

Postulaty drzew gry

Postulat 1: Ka»dy wierzchoªek nast¦puje po wierzchoªku
pocz¡tkowym. Tylko wierzchoªek pocz¡tkowy nie ma powy»szej
wªa±ciwo±ci.

Rys. 2: Drzewo
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Analiza zachowa« w warunkach dynamicznych

Postulaty drzew gry

Postulat 2: Ka»dy wierzchoªek, oprócz pocz¡tkowego, ma
dokªadnie jednego bezpo±redniego poprzednika. Wierzchoªek
pocz¡tkowy nie ma poprzedników.

Postulat 3: Kraw¦dzie wychodz¡ce z tego samego wierzchoªka
maj¡ ró»ne nazwy.

Postulat 4: Ka»dy zbiór informacyjny zawiera wierzchoªki
decyzyjne tylko jednego gracza gracza.

Postulat 5: Wszystkie wierzchoªki w danym zbiorze informacyjnym
maj¡ identyczn¡ liczb¦ bezpo±rednich nast¦pników i ten sam zbiór
nazw kraw¦dzi (odpowiadaj¡cych akcjom gracza) prowadz¡cych do
ich nast¦pników.

Romuald Kotowski EMM 11



Wst¦p
Oligopol, cªa oraz zbrodnia i kara

Strategie mieszane
Analiza zachowa« w warunkach dynamicznych

Indukcja wsteczna
Gry powtarzane

Rys. 3: To nie s¡ zbiory informacyjne
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Analiza zachowa« w warunkach dynamicznych

Zakªadamy, »e gracze maj¡ pami¦¢ doskonaª¡, czyli pami¦taj¡
wszystkie swoje posuni¦cia. Podobno teoretycy studiuj¡cy pami¦¢
niedoskonaª¡, zapomnieli gdzie zostawili notatki.
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Rys. 4: Pami¦¢ niedoskonaªa

Gdy graf ma lini¦ przerywan¡, to mamy gr¦ z niepeªn¡ informacj¡.
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Indukcja wsteczna

Rys. 5: Wej±cie na rynek i wojna cenowa
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Indukcja wsteczna

Mamy dwie �rmy: G1 � konkurent, G2 � �rma dziaªaj¡ca od dawna.

Gracz G1 � wej±¢, czy nie wej±¢ na rynek?

Je»eli stara �rma zaakceptuje dziaªalno±¢ konkurenta, to obie �rmy
osi¡gn¡ umiarkowane zyski.
Z rys. 5 wynika, »e s¡ dwie równowagi w strategiach czystych:
(W,A) i (N,P)
Zaªo»enie � gracze podejmuj¡ decyzje o strategii przed
rozpocz¦ciem gry i zapisuj¡ j¡.
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Indukcja wsteczna

Czy równowaga (N,P) jest prawdopodobna?

Raczej nie, bo rzadko zapisuje si¦ strategie, nie uwzgl¦dniaj¡c
upªywu czasu. W rzeczywisto±ci gro¹ba wywoªania wojny cenowej
jest niewiarygodna.
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Gry powtarzane

T � liczba etapów gry
A = A1 × A2 × · · · × An � zbiór wszystkich pro�li akcji graczy
ui (a) � wypªata gracza i przy wyborze pro�lu a

Zawsze rozgrywana jest ta sama gra i uczestnicy pami¦taj¡ histori¦
gry. Wypªata w caªej grze, jest sum¡ wypªat w grach etapowych.

Np. na rys. 6: je»eli w pierwszym okresie dojdzie do wyniku (A,X),
a w drugim do (B,Y), to

wypªata gracza 1: 4 + 2 = 6

wypªata gracza 2: 3 + 1 = 4
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Rys. 6: Jednokrotnie powtórzona gra etapowa (T = 2)
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Na rys. 7 ka»dy punkt odpowiada sumie dwóch wektorów wypªata w
grach etapowych. Np. wektor wypªat (3,5) oznacza, »e w pierwszym
okresie nast¡pi wynik (A,Z), a w drugim (B,Y), lub na odwrót.

Te gry maj¡ bardzo du»o strategii.
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Rys. 7: Mo»liwe wypªaty w grze powtarzanej
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Koniec? :-(

Koniec wykªadu 11
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