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TEORIA PROGNOZY DYNAMICZNEJ2

1. Podstawy matematyczne.
Dział matematyki zajmujący się tym zagadnieniem nosi nazwę teorii procesów stochastycznych.
Za [1, str. 793] można powiedzieć, że jest to rozszerzenie rachunku prawdopodobieństwa służące do 
modelowania zjawisk przypadkowych w ich powiązaniu z czasem.
Do predykcji (przewidywania) interpolacji i filtracji praktycznie nadają się jedynie procesy 
stacjonarne. Pojedynczą realizację procesu stochastycznego nazywamy szeregiem czasowym.
Dla procesu stacjonarnego związki probabilistyczne nie ulegają zmianie dla dowolnego 
przesunięcia w czasie. Zatem:

1.1         P[X(t) < X0 ] = P[X(t+τ) < X0 ]

gdzie P oznacza dystrybuantę zmiennej losowej X , t i τ wskaźniki czasowe a X0 jest ustaloną 
wartością zmiennej losowej X.

Podstawową własnością procesów stacjonarnych jest ergodyczność. Polega ona na tym, że 
znajomość pojedynczej realizacji procesu czyli zaobserwowanego szeregu czasowego w 
dostatecznie długim interwale czasowym ( t → ∞ ) pozwala wyznaczyć rozkład 
prawdopodobieństwa procesu lub jego parametry. 
Dzięki ergodyczności teorię procesów stochastycznych wykorzystuje się w obliczeniach 
numerycznych. Jedynie dla procesów stacjonarnych słuszne jest twierdzenie ergodyczne.  Dotyczy 
ono wszystkich momentów procesu. Np. dla wartości oczekiwanej wyraża się ono zależnością:

1.2          
lim
T ∞

E ∣ 1
T ∫0

T

X t dt−m∣
2

=0 ; gdzie m=E  X  , t∈0,T 
    

Twierdzenie to pozwala oszacować rozkład prawdopodobieństwa zmiennej losowej X za pomocą 
średnich czasowych.

2. Procesy autokorelacyjne.
W zastosowaniach rozróżnia się trzy rodzaje stacjonarności . Jest mianowicie np. [7, str. 579]:

2.1 Ścisła stacjonarność.
Określamy momenty czasowe zmiennej losowej X:
2.1       m(t) = E(Xt)                                                                   wartość oczekiwana 
2.2       σ2(t) = E(Xt - m(t))2                                                        wariancja
2.3       γ(t1,t2) = E(Xt1 - m(t1))(Xt2 - m(t2)) = cov X(t1)X(t2)        kowariancja 
itp.
oraz żądamy aby łączny rozkład   X(t1)X(t2)...X(tn)   był identyczny z łącznym rozkładem 
X(t1+k)X(t2+k)...X(tn+k)   dla wszystkich k i n.
Określenie (specyfikacja)  łącznego rozkładu zmiennych losowych jest trudne i w praktyce prawie 
nigdy nie stosowane.

1 Wykładowca: Prognozowania i Symulacji, Prognozowania Procesów Ekonomicznych w Uczelni Warszawskiej im. 
MS-C. e-mail: a_kasprzycki@op.pl  

2 Referat wygłoszony na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego w dniu 28.10.2008 (seminarium z 
Ekonofizyki i Socjofizyki).



2/33
Andrzej Kasprzycki. Teoria prognozy dynamicznej. 

2.2 Słaba stacjonarność.

Jeżeli:
2.4              E(Xt) = m       jest stałe w czasie oraz
2.5              E(Xt1 - m)(Xt2 - m) = E(Xt - m)(Xt+k - m) = γ(k)   dla każdego k,

to proces taki i odzwierciedlający go szereg czasowy nazywamy słabo stacjonarnym.
Dla  k = 0 uzyskuje się wariancje procesu:
2.6              E(Xt - m)2 = σ2  również stałą w czasie.

Zamiast kowariancji wprowadza się funkcję autokorelacji  określoną zależnością:

2.7             ρ(k) = γ(k)/γ(0) = γ(k)/σ2     której wykres w funkcji opóźnienia  k  nazywa się 
korelogramem (autoradiogramem). 

2.3 Trendo stacjonarność.

We współczesnych zastosowaniach procesy tego typu odgrywają niezwykle ważną role.
Na ogół mamy do czynienia z procesami niestacjonarnymi w których zarówno wartość oczekiwana 
m(t)  jak i wariancja  σ2(t) są funkcjami czasu t.
Jeżeli jednak na podstawie teorii ekonomicznej albo przewidywania ekspertów uda się określić 
trend procesu a następnie po jego uwzględnieniu (odjęciu) od szeregu czasowego uzyskuje się 
szereg słabo stacjonarny, to cały proces nazywamy trendo stacjonarnym.

3. Modele auto regresyjne AR(k).

3.1 Model AR(0).

Jeżeli funkcja autokorelacyjna określona wzorem 2.7 sprowadza się do relacji:

3.1       ϱk ={1dla k=0
0dla k≠0}   to proces taki nazywa się białym szumem.

Jest to proces czysto losowy składający sie z ciągu niezależnych zmiennych losowych o 
identycznych rozkładach. Jeżeli rozkłady te są normalne N(m;σ) to nazywamy go gusowskim.
Jest to elementarny (najprostszy) proces stacjonarny.

3.2 Model AR(1).

Ogólny schemat takiego procesu określa zależność:

3.2a          X(t) = a X(t-1) + ε(t)      a dla szeregu czasowego o przyjętym kroku  Δt,
3.2b          Xt = a Xt-1 + εt

gdzie {ε(t)} = {εt} jest procesem czysto losowym czyli białym szumem o wartości oczekiwanej 0
i wariancji σ2 nie zależnych od czasu oraz funkcji autokorelacyjnej sprowadzającej się do relacji 
3.1.
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Przyjmując w zależności  3.2 a  t = n   i cofając się do początku szeregu czasowego uzyskuje się:

3.3          X t=a X t−1t=a a X t−1t−1t=a2 X t−2at−2t=an X t−n 
m=0

n

am⋅t−m

Ostatni wyraz jest sumą cząstkową postępu geometrycznego.  Dla  n → ∞ uzyskuje się zbieżność 
(ograniczoność) wyrażenia 3.3 tylko dla ∣a∣1  . Wtedy również ze wzoru na sumę 
nieskończonego ( n → ∞) postępu geometrycznego jest:
3.4          X t=t / 1−a   oraz    t=1−a X t  czyli, że proces jest odwracalny. 
Z warunku odwracalności wynika , że również proces X(t) jest stacjonarny ponieważ istnieje 
operator liniowy (1-a), sprowadzający go do elementarnego procesu czysto losowego.

W przypadku  a = 1 mamy do czynienia z błądzeniem przypadkowym.
Dla ustalenia uwagi zakładając, że  X0 = 0 uzyskuje się wtedy następujące relacje:

3.5            X1 = ε1  ; X2 = ε1 + ε2   i ogólnie  X t=
i=1

t
i

Ponieważ: E t=m oraz E i j={
2 dlai= j

0 dlai≠ j }  jest zatem,

3.6               EX t=t m  i   E X t−t m2=tX
2    Czyli wartość oczekiwana i wariancja procesu 

są liniowymi funkcjami czasu.  Wynika stąd, że błądzenie przypadkowe jest procesem nie 
stacjonarnym.

3.3 Procesy ARMA(k,m).

W prognozowaniu dynamicznym istotną role odgrywają stacjonarne procesy auto regresyjne i  
średniej ruchomej rzędu k = m. 
Procesy tego typu są sumą (złożeniem) dwu procesów: AR(k) i MA(m). Średnia ruchoma MA(m) w 
każdym przypadku jest słabo stacjonarna (np. patrz [7, str.583]). Natomiast część auto regresyjna 
AR(k) tylko wtedy gdy moduły wszystkich pierwiastków charakterystycznych są większe od  
jedności. Dowód tego twierdzenia wymaga znajomości teorii liczb zespolonych i można go znaleźć 
np w [7, str. 587]. Podręcznik ten prezentuje jednak wiedzę jeszcze z przed pojawienia się 
nowoczesnych pakietów obliczeniowych np. GRETL-a (dostępny w internecie jako bezpłatne 
oprogramowanie). Na podstawie np.[2] można przyjąć, że pakiety tego typu nie wykorzystują już 
rozpowszechnionej w literaturze polskiej metody Yule'a-Walkera, estymacji parametrów procesu 
AR(k) (np. [8, str.236]), ale numerycznie obliczają je Metodą Największej Wiarygodności (MNW), 
łącznie dla obu procesów.

4. Współzależność procesów. 

W opisie zjawisk gospodarczych i ekonomicznych mamy do czynienia z pewna ilością (zbiorem 
wystarczającym do wnioskowania w przyszłość) szeregów czasowych o takim samym kroku 
np.  Δ t = miesiąc (najczęstsza jednostka w makroekonomicznych rozważaniach) i takiej samej 
liczebności n. Zbiór taki uważa się za pewną całość wystarczającą do opisu dynamiki zjawisk 
gospodarczych np. w skali całego państwa. 
Jako paradygmat przyjmuje się, że zestawione przez urzędy statystyczne szeregi czasowe są ze sobą 
powiązane zależnościami przyczynowo-skutkowymi. W pierwszym i jedynie stosowanym 
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przybliżeniu przyjmuje się, że miarą tych współzależności są współczynniki korelacji liniowej 
pomiędzy zmiennymi losowymi. Niektóre zmienne nie mają jednak charakteru losowego tzn. 
są z góry ustalone. Przykładem mogą być: główne stopy procentowe, akcyzy (jeżeli zostały 
zmienione w analizowanym interwale czasowym), podatki itp. Przyjmuje się również, że są to 
zmienne przyczynowe działające na układ gospodarczy z pewnym opóźnieniem np. miesięcznym.
O pozostałych szeregach czasowych - będących pojedynczą realizacją jakiegoś procesu 
stochastycznego - można na ogół powiedzieć, że mają relacje przyczynowo-skutkowe ale o 
niewiadomym kierunku albo wręcz przyjąć, że są one obustronne (np. Xt  jest skutkiem Yt jak 
również Yt  jest skutkiem Xt ). W klasycznej ekonometrii problem ten rozwiązuje się za pomocą 
równań wzajemnie współzależnych. Przy czym postać zredukowana takiego modelu pozwala 
uzyskać prognozę dynamiczną na kilkanaście kroków na przód. 
Typowe szeregi ekonomiczno-gospodarcze a w szczególności finansowe prawie nigdy nie są 
stacjonarne.
Na gruncie teorii informacji zmiana entropii szeregu czasowego dana jest wzorem 
(np. [1, str. 792]):

4.1         I(Xt)k = H(Xt) -  H(Xt│Xt-k)     gdzie

4.2      H  X t∣X t−k =−
i=1

n
P X i∣X i−k ⋅log2 P X i∣X i− k   

jest entropią warunkową zmiennej losowej X(t) względem jej opóźnienia rzędu k, w szeregu 
czasowym o liczebności n. Symbolem P oznaczono prawdopodobieństwo.

Zastępując we wzorach 4.1 i 4.2 entropie warunkowe i prawdopodobieństwa warunkowe członami 
typu: P(Xj │Yj-k) uzyskuje się miarę informacji o szeregu Xj zawartą w szeregu Yj opóźnionym o 
k = 0, 1,...kroków. Jeżeli szeregi te są niezależne wtedy   I(Xj │Yj-k) = 0. 
Z kolei jeżeli  I(Xj)k = 0 to szereg taki jest białym szumem o ile jego wartość oczekiwana i 
wariancja są stałe w czasie.
W zastosowaniach dla szeregów o liczebności n badany jest rozkład statystyczny i funkcja 
autokorelacji (na poziomie istotności 0,05 wszystkie współczynniki nie mogą być różne od zera). 
Jeżeli tak jest to przyjmuje się, że badany proces jest białym szumem.

5. Procesy ortogonalne (nie skorelowane).

Badając układ gospodarczy nie interesują nas procesy niezależne. Poza jednym wyjątkiem gdy 
analizujemy ten układ poprzez jego główne składowe lub szeregi syntetyczne [3]. 
K szeregów czasowych  X1,X2,...Xk o takiej samej liczebności n i jednakowym kroku    
Δt można rozłożyć na  k niezależnych liniowo3 szeregów czasowych  PC1, PC2,...PCk o takiej 
samej liczebności n i kroku  Δt. Zostało to pokazane w pracach [3] i [4]. 
Syntetyczny szereg PC1 posiada zawsze największą wariancie a PCk najmniejszą. Jeżeli założymy, 
że wszystkie główne składowe mają wartości oczekiwane równe zero (mk= 0 ;k = 1,2...k) 4, to ich 
wariancie spełniają nierówności:

5.1            σ2
PC1>σ2

PC2>...>σ2
PCk 

3 W praktyce dla n>100.
4 Założenie to nie jest konieczne ale wygodne do udowodnienia tezy podanej w 1 - 4 wierszach na następnej stronie.
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Ze wzorów 4.1 i 4.2 wynika (dowód pomijamy), że największa ilość informacji o całym zbiorze 
szeregów czasowych o liczebności  k•n zawarta jest w PC1 a najmniejsza w PCk. Pomijając zatem 
ostatnie główne składowe traci się mniej informacji niż w przypadku odrzucenia takiej samej ilości 
nie przekształconych szeregów czasowych z rozważanego zbioru. 

Model strukturalny dla zmiennych ekonomiczno-gospodarczych: X1(t), X2(t),...Xk(t) dany jest 
zależnością deterministyczna (bez części losowej). W notacji macierzowej:

5.2   [ X1
X2
⋮
Xk ]=[

a11

a21

⋮
ak1

a12

a22

⋮
ak2


⋯
⋮
⋯

a1k

a2k

⋮
akk
]⋅[ PC1

PC2
⋮

PCk ]  

Równania te są  jednoznacznie określone (rząd macierzy [aij ] ;i , j=1,2 ...k jest równy k). 
Istnieje zatem jedno rozwiązanie układu 5.2. Czyli:

5.3     [PCi]=[bij ]⋅[ Xi ] gdzie[bij ]=[a ij ]
−1 ; i , j=1,2 ...k

Traktując niektóre ze zmiennych Xj ;j=1,2...r jako z góry ustalone (tzn. nie jako zmienne losowe 
np. stopy procentowe, akcyzy itp.) i rezygnując z r ostatnich głównych składowych (o najmniejszej 
ilości informacji), równania 5.2 lub 5.3 można rozwiązać względem interesujących nas zmiennych 
objaśniających i przedstawić w formie:

5.4        [ X  r1
X r2

⋮
Xk ]=[ c11

c21

⋮
ck−r 1

c12

c22

⋮
c k−r 2

⋯
⋯
⋮
⋯

c1k

c2k

⋮
ck−r k

]⋅[
X1
⋮
Xr

PC1
⋮

PC k−r 
]  

6. Predykcja.

Podstawą wnioskowania w przyszłość mogą być równania 5.4, ściśle deterministyczne. 
W przypadku małych prób losowych (krótkich szeregów czasowych) lepiej jest jednak 
zrezygnować z algebraicznego rozwiązania układu 5.2 a posłużyć się KMNK dla każdego z równań
5.4 (model korelacji wielorakiej). Praktycznie otrzymuje się zerowy proces resztowy a błędy 
estymacji parametrów są rzędu 10-9 (np. dla  n = 13).
Wartości z góry ustalone: X1, X2,...Xr mogą być symulowane w różnych wariantach np. zgodnie z 
przyjętą polityką zmian stup procentowych przez RPP, podatków itp., przy arbitralnym opóźnieniu
ich wartości np. o jeden miesiąc (paradygmat ogólnie przyjmowany: skutek opóźniony w stosunku 
do przyczyny).
Pozostałe zmienne objaśniające: PC1, PC2,...PC(k-r), z powodu ich syntetyczności (są tworem 
czysto matematycznym zawierającym "rozmytą" informacje o całym zbiorze analizowanych 
szeregów czasowych) można prognozować jedynie metodami auto regresyjnymi.



6/33
Andrzej Kasprzycki. Teoria prognozy dynamicznej. 

Istotą tej predykcji jest jednak określenie trendu. Można to zrobić matematycznie.
W niektórych przypadkach pomocne mogą być osiągnięcia matematyki chaosu 
deterministycznego.
Np. na podstawie kwadratowego sprzężenia zwrotnego:

6.1a           PCx(t) = a + b PCx(t-1) + c PC 2x(t-1) ; x = 1, 2,...(k-r)
6.1b           PCx(t) = PCx(t-1)

o ile takie istnieje, znaleźć granice zbieżności trendu. 
Mianowicie, jeżeli funkcja iteracyjna 6.1 a i b  ma rzeczywiste pierwiastki i  parametr c  jest różny 
od zera to iteracje mają atraktor. 
Atraktorem jest granica zbieżności funkcji kwadratowej 6.1a dla t → ∞. W przypadku jej istnienia
jest to punkt stały przyciągający. Zgodnie z [4, str. 20, rys. 5.1 - S1], przy czym pochodna 
względem PCx(t-1) spełnia warunek :

6.2          d PCx t /d PCx t−1=b2 PCx PCx p{należy do 0,1dla I pierwiastka
jest1dla II pierwiastka }  5 

Jedno z miejsc zerowych (pierwiastek) określa stabilny punkt stały, do którego trajektorie zbliżają 
się w jego pobliżu poprzez wartości mniejsze i większe od niego, a drugie niestabilny punk stały, 
od którego trajektorie odchodzą również poprzez wartości mniejsze i większe od niego.

Równanie 6.1a można estymować KMNK. Jest przy tym:

6.3       lim
t∞

PCx t =PCxp
gdzie PCxp  jest stabilnym punktem stałym przyciągającym.

W tym przypadku trend może być kwadratowy względem czasu (z ekstremum funkcji w punkcie
PCxp ). Dla małych prób losowych lepiej sprawdza się jednak trend  α ln t gdzie  t  jest indeksem 
czasowym a  α parametrem. Parametr ten należy tak wybrać (w kolejnych obliczeniach) aby w 
modelu numerycznym ARMAX(a,k, k, α ln t) współczynnik przy trendzie był istotnie różny od zera
(np. przy poziomie ufności 99%). Ponadto trend musi zmierzać do właściwego punktu stałego (do 
wyboru są dwa pierwiastki równania 6.1a i 6.1b) jak również część AR modelu ARMAX powinna 
mieć moduły pierwiastków charakterystycznych istotnie większe od jedności.
Na zakończenie zauważymy, że w pakiecie GRETL w modelach ARMAX i ARMA(k, k) 
maksymalna wartość opóźnienia k wynosi cztery (k = 4). Również parametr α wymaga jedynie 
przybliżonego określenia bo pakiet programowy oszacuje go dokładnie. Zostanie to pokazane w 
rozdziale 7.

7. Przykład obliczeniowy dla polskich danych gospodarczych.

Posłużymy się danymi gospodarczymi opublikowanymi w THE WALL STREET JOURNAL 
POLSKA w okresie od czerwca do sierpnia 2008 r. przytoczonymi w Tabl. 7.1 na następnej stronie.
W dalszym ciągu główną stopę procentową NBP (SG) potraktujemy jako jedyną zmienną 
przyczynową z góry ustaloną. Przyjmiemy również, że jej zmiana skutkuje dopiero w następnym 
miesiącu. Wybrano 9 szeregów czasowych i rozłożono je na główne składowe. Wyniki otrzymane
z pakietu GRETL przytoczono w Tabl. 7.2 na str. 8. Kolumny wektorów wartości własnych są 
elementami macierzy  [aij]; i,j=1,2...9 (wzór 5.2). Zbiór zmiennych gospodarczych został 
wy specyfikowany w 1-wszej kolumnie dolnej części tabeli. Opisy do poszczególnych zmiennych 
podano w tabl. 7.1 na str. 7. 

5 W rzeczywistych przypadkach otrzymuje się bardzo małe wartości parametru c (rozdział 7) i w pobliżu punktów 
stałych parabola może być aproksymowana linią prostą. 
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Tabl. 7.1    
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Tabl. 7.2

Dla trzech wybranych zmiennych gospodarczych: I1, KP i B oraz jednej zmiennej z góry ustalonej
SG_1 = SG(t-1) model 5.4 otrzymany KMNK przytoczono w Tabl 7.3 na str. 9. Dane liczbowe 
zestawione w kolumnach są wierszami macierzy [cij] ;i=1,2,3, j=1,2,...10. Wektor zmiennych 
objaśnianych jest równy [I1  KP  B]T. Wektor zmiennych objaśniających stanowi 1-sza kolumna 
tabeli 7.3 i jest równy [const  SG_1  PC1...PC8]T  (T oznacza transpozycje ).
Ponieważ równania są niezależne liniowo (zmienne też), zmienne objaśniające: PC1,...PC8 mogą 
być prognozowane indywidualnie, co pokażemy niżej.

7.1 Predykcja głównej składowej PC1.

Równanie 6.1a jest równoważne prognozie statycznej (modelowi statycznemu) zmiennej losowej 
PC1 względem jej pierwszego opóźnienia PC_1 i jego kwadratu (PC1_1)2 = sq_PC1_1. Estymacje 
tego równania KMNK przytoczono w Tabl. 7.4 na str. 9 a jej graficzny obraz pokazuje lustr. 7.1 na 
str. 10.  Z warunku iteracyjnego 6.1b  i zależności 6.2 uzyskuje się dwa punkty stałe (przyciągający 
i odpychający). Jest mianowicie;

7.1     PC1* = -28,8 przyciągający  i  PC1**= 33,94 odpychający.
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Tabl. 7.3

Tabl. 7.4
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W celu uzyskania prognozy dynamicznej metodami autokorelacyjnymi na początek wprowadzimy 
trend liniowy. Rezultaty przytoczono w tabl. 7.5 i na ilustracji 7.2.

Z tabl. 7.4 wynika, że analizowana proces stochastyczny  PC1(t) przy poziomie ufności 95% jest 
błądzeniem przypadkowym (parametr przy zmiennej PC1(t-1)2 na tym poziomie nie różni się 
istotnie od zera) 6.

 Z kolei Tabl. 7.5 pozwala sądzić, że przy poziomie ufności 99% istotny jest poziom 
procesu i zależność od czwartego opóźnienia  PC1(t-4). Przy tym poziomie istotny jest również 

6 Do identycznego wniosku można dojść zaokrąglając współczynniki (parametry strukturalne) do +/- 0,01.

Ilustracja 7.1: PC1t =  0,51+PCt-1+0,0015 PC1t-1
2

Ilustracja 7.2: Model ARMAX(5,68;4; 4; t) 

                               Tabl. 7.5
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trend liniowy procesu względem czasu  t. Zatem  odejmując od szeregu czasowego PC1t trend 
równy Tr PC1 = 5,683 - 0,5119 t  uzyskuje się szereg trendostacjonarny jednak na pograniczu 
szeregu nie stacjonarnego (pierwsze dwa moduły pierwiastków charakterystycznych w tabl. 7.5 b
są większe od jedności nieznacznie). Jest to wynik "standardowy", powszechnie akceptowany7.
W gruncie rzeczy predykcja tego typy nie wiele się różni od prognozy naiwnej będącej 
geometrycznym przedłużeniem trendu liniowego (np. przez ostatnie dwie realizacje procesu 
stochastycznego).
Prosta logika podpowiada, że trendy nie mogą zmierzać do + ∞ lub - ∞ . W dalszym ciągu 
rozważymy ten problem na gruncie teorii chaosu deterministycznego. 
Szereg czasowy PC1t posiada dwa punkty stałe przyciągający i odpychający (wzór 7.1). Zatem 
niektóre trendy nie liniowe  8 powinny zmierzać do punktu stałego przyciągającego. 
Niżej rozważymy trend logarytmiczny z parametrem sterującym r :

7.2            Tr(t) = ln(tr) = r ln t = rl_time

przy czym (w Tabl. 7.5 - 7.7)  r = 0,1=e; 0,5=f; 1; 5=a; 10=b; 20=c; 100=d.    

Najciekawsze z uzyskanych rezultatów przedstawiono w Tabl. 7.5 - 7.7 i na ilustracjach 7.3 - 7.5.
                          Tabl. 7.5

Identyczne wyniki do pokazanych na ilustracji 7.3 uzyskuje się dla parametru r = 1 i r = 10.
Wniosek I: trendy (r ln t) dla r = 1; 10; 20,  zmierzają do atraktora (granicy) PC1* = -28,89
będącego punktem stałym przyciągającym.

7 Chodzi oczywiście o "normalne" szeregi czasowe dla zmiennych ekonomicznych posiadających wymiar (miano). 
Uzyskany rezultat odnosi się do głównej składowej (bez wymiarowej).Przytoczone rozumowanie jest jednak ogólne 
i można je zastosować również do zmiennych mianowanych. W szczególności zmiennych finansowych. 

8 Teoria chaosu dotyczy tylko funkcji nie liniowych.

Ilustracja 7.3: Model  
ARMAX(12,64;4;4;20 ln t)
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                                   Tabl. 7.6
Wniosek     II:   trend (0,1 ln t) zmierza do nie stabilnego punktu stałego PC1** = 33,94.

                                Tabl. 7.7
Wniosek III: trend (0,5 ln t) zawiera się pomiędzy punktami stałymi PCI* odpychającym i PC1**

przyciągającym.

Jak już wspomniano szereg czasowy PC1 zachowuje się tak jak gdyby był przybliżoną realizacją 
błądzenia przypadkowego. Przy poziomie ufności 95% nie można odrzucić hipotezy, że tak nie jest.
Pokazuje to tabl. 7.8  na str. 13 (współczynnik przy phi_1 może być równy jedności wtedy 
E(PC1t) = t E(PC1)  oraz  σ2

t = t σ2). Reszta tego modelu jest już procesem czysto losowym o 
rozkładzie normalnym co pokazują ilustracje 7.7 i 7.8 na następnej stronie.

Ilustracja 7.4: Model  
ARMAX(-11,01;2;2; 0,1ln t)

Ilustracja 7.5: Model  
ARMAX(1,828;4;4; 0,5ln t)
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                                     Tabl. 7.8

Ostatecznie zatem można sformułować następujące całkowicie ogólne twierdzenia:

Twierdzenie 1. W przypadku gdy z procedury (modelu) AR(1) wynika, że analizowany proces jest  
błądzeniem przypadkowym (przy założonym poziomie ufności współczynnik przy pierwszym 
opóźnieniu może być równy jedności), to należy poszukiwać atraktora (granicy) do którego 
zmierzają nie liniowe trendy tego szeregu.

Ilustracja 7.6: PC1t=0,98 PC1t-1 

Ilustracja 7.7: Rozkład reszt e(t) modelu z  
ilustracji 7.6.

Ilustracja 7.8: Korelogramy reszt e(t) modelu z  
ilustracji 7.6.
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Twierdzenie 2. Jeżeli dla szeregu czasowego Xt równanie:

7.4           aE + (bE - 1)Xt + cEX2
t = 0    gdzie aE, bE, cE są estymatorami parametrów a, b, c 

                                                            uzyskanymi KMNK z szeregu czasowego o liczebności n
                                                            (t = 1, 2, ...n) i modelu 6.1a.
ma dwa pierwiastki (miejsca zerowe) rzeczywiste to szereg czasowy posiada stabilny punkt stały  
przyciągający (atraktor) i nie stabilny punk stały odpychający.

Dowód: Geometryczny. Styczne do paraboli w punktach przecięcia z prostą Xt = Xt-1 zawsze w 
jednym punkcie mają współczynnik kierunkowy > 1 a w drugi < 1.

Twierdzenie 3. Jeżeli spełnione są założenia twierdzenia 2, oraz:

7.5         d X(t)/d X(t-1) = bE
  + 2 cE X(XR) = D   9  gdzie XR = X* lub X** jest jednym z dwu

                                                                                miejsc zerowych równania 7.
to D  > 1 dla X*(lub X**) i D < 1 dla X**(X*).

Twierdzenie 4. Jeżeli spełnione są warunki twierdzeń 2, to istnieją nie liniowe trendy szeregu,  
które zmierzają do atraktora. Przy czym w pobliżu atraktora jest to zbliżanie poprzez wartości  
mniejsze i większe od niego. 

Dowód: Zostały znalezione zatem istnieją.

W prognozowaniu dynamicznym należy zatem wypróbować nie liniowe trendy zmierzające do 
atraktora będącego punktem stałym przyciągającym. 

Jak to pokazano Ttabl. 7.5 i na ilustracji 7.3 zadanie to dobrze spełnia funkcja logarytmiczna 
określona zależnością 7.2 na str. 11.
Istotny jest również wybór atraktora. Powinien to być punkt zbieżności do którego w przybliżeniu 
zdąża trend liniowy szeregu, otrzymany np. z prognozy naiwnej (prosta ekstrapolacja przez ostatnie 
wyrazy szeregu), albo z procedury numerycznej. Mianowicie:

7.6         lim
n∞

X n
p≈X g

  gdzie t = n oznacza ostatni wyraz analizowanego szeregu czasowego Xt

                                          wskaźnik  p  prognozę uzyskaną numeryczne 10 procedurą 
                                          ARMAX(a,k, k, t), wskaźnik g punkt stały przyciągający (atraktor).

Przedstawiony sposób postępowania wynika z dostosowania osiągnięć teorii chaosu 
deterministycznego do obecnego stanu predykcji ekonomicznej (analitycy głównie ekstrapolują 
trendy liniowe).
Wykorzystanie trendów przeciwstawnych (np. ilustracja 7.4) i pośrednich (np. ilustracja 7.5) 
wydaje się zbyt ryzykowne. Ponad to wymagało by to starannych badań statystycznych 
wykluczających ewidentne przyczyny zewnętrzne zmieniające jakościowo szereg czasowy.

9 Xt = X(t) jest funkcją kwadratową zmiennej X(t-1) określoną równaniem 7.4 a symbolami d oznaczono pochodną 
względem tej zmiennej,

10 Np. Metodą Największej Wiarygodności.
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7.2 Predykcja głównych składowych PC2 - PC8.

Na gruncie tego co zostało powiedziane w podrozdziale 7.1 możliwe są co najmniej trzy 
podstawowe modele trendu wynikające z koncepcji kwadratowego sprzężenia zwrotnego, a co za 
tym idzie poszukiwanie nieliniowych funkcji czasu zmierzających do atraktora, niestabilnego 
punktu stałego albo zawierających się pomiędzy nimi.
W dalszym ciągu, dla pozostałych głównych składowych, ograniczymy się do trendu określonego 
wzorem 7.2 z parametrem r = 1. Zwięzłe wyniki obliczeń przedstawiono w paragrafach: 7.2.1 do
7.2.7.

7.2.1 Składowa PC2.

Posiada dwa dwa punkty stałe  PC2* = -0,53 i PC2** = -26,85.
W tabl. 7.8 przytoczono model dla tej głównej składowej a na ilustracji 7.9 uzyskaną z niego 
prognozę dynamiczną.

                           Tabl. 7.9

Komentarz: Moduły pierwiastków charakterystycznych części AR szeregu, dla pierwszego i 
drugiego opóźnienia, bliskie są jedności (Tabl. 7.9) zatem proces stochastyczny PC2 
najprawdopodobniej jest niestacjonarny. Przewidywana  okresowość szeregu wynika z jego historii 
(do lipca 2008). Predykcja jego wartości liczbowych może być dobra dla horyzontu czasowego 3 do 
5 miesięcy.
W tym ostatnim przypadku został by przewidziany punkt zwrotny (?!). 

7.2.2 Składowa PC3.

Posiada dwa punkty stałe: PC3* = 0,17 i PC3** = -2,53 (odpychający). Równanie kwadratowego 
sprzężenia zwrotnego nie miało parametrów istotnie różnych od zera przy poziomie ufności nawet 
90%.
Model szeregu przytoczono w Tabl. 7.9 a wynikająca z niego prognozę pokazano na ilustracji 7.10.

Ilustracja 7.9: PC2 = ARMAX(1,349;3;3;ln t)
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                               Tabel. 7.10

Komentarz: Szereg jest trendostacjonarny. Widać to na przytoczonej ilustracji (oscylacje wygasają). 

7.2.3 Składowa PC4.

Punkty stałe: PC4* = -0,11 (atraktor) i PC4** = 35,30. Model nie ma parametrów istotnie różnych 
od zera nawet przy poziomie ufności 90%.

                         Tabl. 7.11

Komentarz: Szereg trendostacjonarny zmierzający do atraktora: PC4 = -0,11.

Ilustracja  7.10:  
PC3 = ARMAX(-1,534;2;2;ln t)

Ilustracja 7.11:  
PC4 = ARMAX(0,3888;4;4;ln t)
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7.2.4 Składowa PC5.

Punkty stałe: PC5* = 0,12 (stabilny przyciągający) i PC5**  = 1,22. Parametry modelu nie istotnie 
różne od zera nawet przy poziomie ufności 90%.

                               Tabl. 7.12
Komentarz. Szereg trendostacjonarny zmierzający do atraktora: PC5 = 0,12.

7.2.5 Składowa PC6.

Punkty stałe: PC6*= 2,33 i PC6**= 0,95 (nie stabilny). 
                           Tabl. 7.13

Komentarz. Szereg trendostacjonarny.

Ilustracja 7.12:  
PC5 = ARMAX(4;4;ln t)

Ilustracja 7.13: 
PC6 = ARIMAX(-0,9004;4;4;ln t)
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7.2.6 Składowa PC7.

Punkty stałe: PC7* = - 0,04 (nie stabilny) i PC7** = - 0,32.
                             Tabl. 7.14

Komentarz. Szereg trendostacjonarny.

2.2.7 Składowa PC8.

Punkty stałe: PC8* = 0,04 i PC8** = - 0,50 (nie stabilny).

                           Tabl. 7.15

Komentarz. Szereg trendostacjonarny zmieniający do niestacjonarnego punktu stałego 
(odpychającego) PC8 * = - 0,50.

Ilustracja 7.14:  
PC7 = ARMAX(-0,9543;4;4;ln t)

Ilustracja 7.15: 
PC8 = ARMAX(0,8279;3;3;ln t)
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7.3 Predykcja dynamiczna inflacji (I1), koniunktury (KP) i bezrobocia (B).
Modele statyczne dla zmiennych endogenicznych (zależnych) I1, KP i B polskiego systemy 
gospodarczego11, przytoczono w Tabl. 7,3 na stronie 9. Zmienna niezależna (z góry ustalona) 
SG (stopa główna NBP), opóźniona o jeden miesiąc (SG_1), podlegać będzie symulacyjnym trzy 
wariantowym zmianą w horyzoncie prognozy12 pokazanym na  ilustracji 7.16: 

Wstawiając poszczególne warianty zmiennej niezależnej SG_1 (ros, cons i mal), oraz prognozy 
dynamiczne dla zmiennych objaśniających PC1 - PC8 (podrozdział 7.2), do modelu 6 z Tabl. 7.3. 
uzyskuje się model tendencji rozwojowej dla zmiennej endogenicznej I1. Z kolei z części 
stochastycznej13 otrzymuje się prognozę ex post dla reszt modelu.  
Dla przypadku pozostawienia bez zmian głównych stup procentowych NBP dla całego horyzontu 
predykcji, prognozę reszt modelu 6 z Tabl. 7.3 podano w Tabl. 7.16 i pokazano na ilustracji 7.17: 

                          

11 Jest to przykład dydaktyczny (metodyczny). Rozważane szeregi czasowe nie zostały wybrane na podstawie 
określonej teorii ekonomicznej a poza tym są zbyt krótkie (n < 100).

12 Horyzont prognozy, czyli jej wyprzedzenie w czasie, został wybrany arbitralnie i jest zbyt długi (w/g niektórych 
badaczy nie powinien przekraczać interwału 1/3 n). Zostało to zrobione w celu uzyskania efektu wizualnego. 

13 Oznaczenie w tabelach: rIconst = I1 - pr1cons.

Ilustracja 7.16: Rzeczywista (do 06.200) 
opóźniona o jeden miesiąc i symulacyjna (3 
wariantowa) zmiana głównej stopy % NBP.

Ilustracja 7.17: Prognoza reszt modelu tendencji  
rozwojowej dla I1 i SG = cons uzyskana 
procedurą ARMA(-0,2965;4;4) z Tabl.7.16.

                                 Tabl. 7.16 
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Dodając prognozę reszt do prognozy części deterministycznej modelu, uzyskuje się poprawiony 
model tendencji rozwojowej inflacji (prI1consII). 
W przypadku pozostawienia głównej stopy NBP na poziomie 6% w horyzoncie prognozy, dla 
inflacji (I1) zostało to pokazane na ilustracji 7.18. Ilustracje 7.19 i 7.20 pokazują natomiast 
symulacyjną zmianę inflacji odpowiednio dla regularnego podnoszenia głównej stopy procentowej
NBP i regularnego jej obniżania, zgodnie z założonym schematem pokazanym na ilustracji 7.16:

Ilustracje 7.21 i 7.22 na następnej stronie pokazują symulacyjne przewidywane zmiany koniunktury 
w przemyśle  (KP) i stopy bezrobocia (B) dla przypadku pozostawienia głównej stopy NBP na 
poziomie 6%, również w najbliższej przyszłości.

Ilustracja 7.18: Symulacja zmiany inflacji z  
ARMAX(1,134;0;0,I1=1,13+0,68prI1consII).  
SG stałe.

Ilustracja7.19: Symulacyjna zmiana inflacji z  
modelu 
ARMAX(1,134;0;0;I1=1,13+0,68prI1rosII).  
SG rosnące.

Ilustracja7.20: Symulacyjna zmiana inflacji z  
modelu 
ARMAX(1,134;0;0;I1=1,13+0,68prI1malII).  
SG malejące.
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8. Przykład obliczeniowy dla najwyższych wartości indeksu giełdowego NASDAQ.

8.1 Zastosowanie teorii chaosu.

Na ilustracji 8.1 pokazano zmianę najwyższych wartości indeksu giełdowego NASDAQ 
(oznaczenie NQ) z kolejnych sesji od 15.11.2001 do 15.02.2002  Δt = 1 dzień z pominięciem sobót 
i niedziel). Wykres sporządzono na podstawie danych liczbowych zaczerpniętych z [8, str. 252].

Na Ilustracji 8.2 pokazano funkcję autokorelacji zaobserwowanej realizacji tego procesu 
stochastycznego. Zgodnie z zaleceniem [5, str. 281, p-kt 3] do szeregu należy wstępnie zastosować 
model AR(1) i ewentualnie rozszerzyć go o dalsze opóźnienia aż do momentu otrzymania procesu 
resztowego będącego białym szumem.
Zostało to przytoczone w Tabl. 8.1 dla procedury AR(a;1) zastosowanej np. w [8, str. 253]. Reszty 
tego modelu (Tabl. 8.1) są juz gusowskim białym szumem co dokumentują Ilustracje 8.3 i 8.4 (brak 
autokorelacji przy poziomie ufności 95%). Dwa parametry tego modelu są istotnie różne od zera

Ilustracja 7.21: Prognoza koniunktury w 
przemyśle (KP) z modelu 
ARMAX(0,0,KP=-1,75+1,08prKPconsII).  
SG stałe.

Ilustracja 7.22: Prognoza stopy bezrobocia 
(B) z modelu 
ARMAX(3,645;0;0;B=3,65+0,67prBconsII).  
SG stałe.

Ilustracja 8.1: Najwyższe wartości indeksu 
NASDAQ. 

Ilustracja 8.2: Korelogramy szeregu 
czasowego z Ilustracji 8.1. 
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na poziomie ufności 99% (oznaczenie ***).

Z kolei Tabl. 8.2 zawiera rezultaty estymacji procedurą AR(1) nie zawierającą wyrazu wolnego. 
Jeden parametr tego modelu jest istotnie różny od zera na poziomie ufności 99%. Reszty modelu są 
gusowskim białym szumem co pokazują Ilustracje 8.5 i 8.6. 

                               Tabl. 8.1

Ilustracja 8.3: Rozkład statystyczny reszt  
modelu z Tabl. 8.1

Ilustracja 8.4: Korelogramy reszt modelu z  
Tabl. 8.1.
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Model z Tabl. 8.2 jest zaistniałą realizacją błądzenia przypadkowego14 (tej ewentualności nie można 
odrzucić na poziomie ufności 99%). Potwierdzają to również badania większości specjalistów, 
stwierdzających, że w szeregach finansowych i giełdowych dopiero różnice ich wartości są 
procesami czysto losowymi. 
Zauważymy również, że błąd standardowy parametru stojącego przy pierwszym opóźnieniu szeregu 
w Tabl. 8.2 jest o dwa rzędy wielkości mniejszy niż w modelu z dwoma parametrami (Tabl. 8.1). 
Korelogramy procesu resztowego z Tabl. 8.2 są również lepsze.
Najważniejsza jest jednak klasyfikacja: model z Tabl. 8.1 jest stacjonarny a z Tabl. 8.2 
niestacjonarny.

Uzyskane z obu modeli prognozy dynamiczne pokazano na ilustracji 8.7.

14 Błądzenie przypadkowe otrzymuje się również po zaokrągleniu w Tab. 8.1 wyników obliczeń (współczynnika lub 
modułu) do 3 miejsc po przecinku.

                               Tabl. 8.2 

Ilustracja 8.5: Rozkład statystyczny reszt  
modelu z Tabl. 8.2 

Ilustracja 8.6: Korelogram reszt modelu z Tabl.  
8.2.
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Otrzymane prognozy dynamiczne są absolutnie przeciwstawne. Pierwsza przewiduje wzrost 
indeksu NASDAQ a druga jego malenie.

Zaistniała sprzeczność (pozorna bo prawidłowy jest model błądzenia przypadkowego) znajduje 
wytłumaczenie w nieliniowości modelu stacjonarnego i filozofii chaosu deterministycznego (patrz 
przypis końcowy i).
Na gruncie teorii chaosu deterministycznego z iteracji funkcji kwadratowej, KMNK uzyskuje się 
model przytoczony w Tabl. 8.3 oraz prognozę statyczną pokazaną na ilustracji 8.8:                         

Z równań 6.1 (str. 6) uzyskuje się:

8.1 a          NQ*  = 1615,17    punkt stały przyciągający,

8.1 b          NQ** =  1482,01   punk stały odpychający.

Ilustracja 8.8: Predykcja z modelu:  
NQt+1=-1437+2,86NQt -0,0006NQt

2

Ilustracja 8.7: NQ_hat prognoza z modelu z  
Tabl. 8.1 (stacjonarny). NQ_hata prognoza z  
modelu z Tabl. 8.2 (przybliżenie błądzenia 
przypadkowego).

                                  Tabl. 8.3
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Zauważymy, że ostatnia obserwacja rozważanego szeregu czasowego jest niezwykle bliska 
wartości NQ**. Jest mianowicie: NQ63 = 1482,57   .  15

Zgodnie z tym co zostało powiedziane w [4, str. 22 Rys.5.3] wszystkie trendy zbliżające się do tego 
punktu są odpychane w kierunku wartości większych, jeżeli przechodzą powyżej tego punktu, lub
mniejszych, jeżeli przebiegają poniżej. Część stochastyczna modelu może jednak tą regułę zmienić.
Zatem w pobliżu punktu stałego odpychającego możemy jedynie być pewni, że trendy zostaną 
odchylone w kierunku wzrastających wartości zmiennej objaśnianej (dodatni kierunek osi y) lub
malejących. 

Wykorzystując trend określony wzorem 7.2 (na stronie 11) w Tabl. 8.4 przytaczamy rezultaty 
uzyskane dla:  X01 = NQ(t) = 0,1 ln t. Na ilustracji 8.9 (następna strona) pokazano prognozę 
ex ante tego trendu. 
Model ten (Tabl. 8.4) jest trendostacjonarny (wszystkie moduły pierwiastków części AR są większe 
od jedności) jak również część losowa modelu (ilustracja 8.9) spowodowała przejście szeregu 
poniżej punktu NQ** (1482,01). Zatem jest obserwowana kontynuacja trendu spadkowego. 
Ten sam model generowany nieco wcześniej, również MNW, dał inne wyniki i zdecydowanie 
odmienny trend dla horyzontu prognozy, zbliżający sie do atraktora NQ** poprzez wartości 
mniejsze.     
Zostało to unaocznione w Tabl. 8.5 i pokazane na ilustracji 8.10. Rozkład statystyczny i 
autokorelogramy reszt tego modelu (Tabl. 8.5) pokazano na ilustracjach 8.11 i 8.12. 

                             Tabl. 8.4

15 W prezentowanych tabelach i ilustracjach przyjęto 5 dniowy regularny tydzień pracy giełdy, co wygenerowała datę 
      11.02.2002. W rzeczywistości był to dzień 15.02.2002. 

Ilustracja 8.9: NQ1=NQ*=1615,17; 
NQ2=NQ**=1482,01; NQ_hatb=prognoza 
ARMAX(2207,12;4;4;0,1ln t).      NQ_hata 
inna prognoza z takiego samego modelu. 
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Na zakończenie w Tabl. 8.6 przytaczamy jeszcze inny model tego samego szeregu czasowego NQ 
a na ilustracji 8.13 otrzymaną z niego prognozę dynamiczną:

Ilustracja 8.10: NQ_hat prognoza  z modelu 
ARMAX(2790,34;4;4;0,1ln t). Tabl. 8.4.  
NQ1=1615,17; NQ2=1482,01.

Ilustracja 8.11:Rozkład statystyczny reszt  
modelu z Tabl. 8.4. 

Ilustracja 8.12:Autokorelogramy reszt modelu 
z Tabl. 8.4. 

                                    Tabl. 8.5
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Komentarz: Ostatni model (Tabl. 8.6), estymowany procedurą ARMA(a,4,4), jest stacjonarny 
(wszystkie moduły pierwiastków charakterystycznych części AR brane z dokładnością 
> do 0,01 są większe od 1,00). Na poziomie ufności 99% istotny jest wyraz wolny oraz 2 i 4 
opóźnienie zmiennej objaśnianej. Wygenerowany trend zmierza do stabilnego punktu stałego 
(ilustracja 8.13). Widoczne na wykresie zafalowanie wynika ze "schodkowego" zmierzania do 
atraktora (patrz np. [4, str. 20 rys. 5.1 - S1]).
Nie mniej na ostatnich marcowych sesjach mógł zaistnieć górny punkt zwrotny. W przypadku 
hipotecznego oszacowania trendu np. z przewidywań ekspertów i wykorzystania go w modelu 
ARMA(0,1,0,f(t)) uzyskano by szereg trendostacjonarny. Tymczasem procedura ARMA sama to 
zrobiła (dziwne ?). (Przypis końcowy ii).

8.2 Zastosowanie teorii szeregów ortogonalnych.

Generując trzy opóźnienia: NQt-1, NQt-2 i NQt-3, przedstawionego na ilustracji 8.1 szeregu 
czasowego, rozłożymy go na cztery16 względem siebie ortogonalne (niezależne liniowo) składowe: 
PC1, PC2, PC3 i PC4. Uzyskany rezultat (z wykorzystaniem pakietu GRETL i techniki głównych 
składowych) pokazano na ilustracji 8.14. Z kolei w Tabl. 8.6 przytoczono przekształcenie odwrotne.

16 Liczba 4 została wybrana w kolejnych próbach jako najbardziej optymalna.

Ilustracja 8.13: Prognoza dynamiczna (ex 
ante) z modelu ARMA(1593,95;4;4).Tabl.8.5.  
NQ1=1615,17; NQ2=1482,01;śred=1604,6

                                   Tabl. 8.6 
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Tabl. 8.8 zawiera wektory własne tego rozkładu (kolumny macierzy  aij;i,j=1,..4 wzór 5.2), a 
Tabl. 8.9 korelacje wzajemne szeregu wyjściowego NQ i szeregów syntetycznych (głównych 
składowych PC1,...PC4).

Na ilustracji 8.14 zwraca uwagę podobieństwo otrzymanego rozkładu sumarycznego z rozkładem 
szeregu na składowe harmoniczne. Główna składowa PC1 jest odzwierciedleniem wygładzonego 
szeregu wyjściowego NQ (patrz ilustracja 8.1) a pozostałe trzy "szumami". Zatem zastosowana 
procedura jest pewnym filtrem liniowym 17.

W dalszym ciągu ustalimy arbitralnie horyzont prognozy na 100 dni sesyjnych (z krokiem 
czasowym Δt = dzień sesyjny). Prognoza dynamiczna dla szeregów ortogonalnych PC1,...PC4 
estymowana będzie procedurą ARMA(a,k,k) metodą punktową (bez określania przedziałów 
ufności). 

Zastosujemy taktykę:
Minimalizacji rzędu opóźnień k w procedurze ARMA(a,k,k), przy jednoczesnym doprowadzaniu 
procesu resztowego do białego szumu (przy poziomie ufności 95%).

Ostateczna prognoza dla zmiennej NQ zostanie obliczona z równania podanego w Tabl. 8.7 po 
zastąpieniu w nim zmiennych objaśniających ich prognozami dynamicznymi.
Szereg ten nie posiada atraktora (równanie 7.4 nie ma miejsc zerowych).

17 Jest to również unaocznienie tezy postawionej przy okazji wprowadzenia wzorów 4.1 i 4.2, że największa ilość 
informacji zawarta jest w pierwszej głównej składowej a najmniejsza w ostatniej (str.5, wiersz 1 i 2).

Ilustracja 8.14:Rozkład szeregu NQ na 4 
składowe ortogonalne. 

                               Tabl. 8.7: 

   prNQ=1605+34 PC1+43 PC2-36PC3+21 PC4 

                             Tabl. 8.8

                                  Tabl. 8.9
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Uzyskane rezultaty przytoczono w Tabl. 8.10 do 8.13 i pokazano na ilustracjach 8.15 do 8.18 na 
następnych stronach.

Ilustracja 8.15:PC1_hat prognoza z Tabl. 8.9. 

                                
                                   Tabl. 8.10

                                   Tabl. 8.11

Ilustracja 8.16: Model z Tabl. 8.10. 
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Ostateczną prognozę dla horyzontu czasowego 100 dni sesyjnych, uzyskaną z modelu statycznego
z Tabl. 8.7, pokazuje Ilustracja 8.19. Reszty tego modelu są już białym szumem (Ilustracja 8.20).
Przedziały ufności dla maksymalnych przewidywanych wartości zmiennej NQ przytoczono w 
Tabl. 8.14. Model przewiduje wystąpienie górnego punktu zwrotnego, o wartości indeksu 
NASDAQ równego 1632.28 w dniu 1.04.2002.

                            Tabl. 8. 12 
Ilustracja 8.16: Model z Tabl. 8.11. 

                              Tabl. 8.13

Ilustracja 8.18: Model z Tabl. 8.12. 
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Komentarz: Szereg zmierza do atraktora czyli swojego stabilnego punktu stałego. Następnie do 
asymptoty  NQ → 1587 leżącej poniżej jego wartości średniej. Jest to zgodne z ogólną tendencją 
otrzymaną np. z aproksymacji liniowej: NQl = 1677,97 - 2,293 t  wskazującą na spadek indeksu w 
analizowanym interwale czasowym (Ilustracja 8.21).

Ilustracja 8.19: Prognoza dynamiczna 
zmiennej NQ na 100 kroków na przód.  
Atraktor NQ=1615,17 (patrz wzór 8.1a.

Ilustracja 8.20: Reszty modelu z Ilustracji  
8.18 będące gusowskim białym szumem.  

                                      Tabl. 8. 14

Ilustracja 8.21: Ogólna tendencja indeksu 
NASDAQ w analizowanym interwale 
czasowym.
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9. Podsumowanie.

Krótkie wnioski:

1. W przypadku dobrze wybranych szeregów czasowych, będących np. modelem zredukowanym 
modelu strukturalnego (wynikającego z teorii ekonomicznej. DOBREJ !), ich rozkład na szeregi 
ortogonalne (główne składowe, szeregi syntetyczne) wydaje się rozwiązaniem przyszłościowym.

2. Predykcja autoregresyjna modelem ARMAX(a,k,k,f(t)), gdzie: a - wyraz wolny, k=0,1...4 - rząd 
opóźnienia części AR i MA , f(t) - trend czasowy szeregu, jest celowa (skuteczna) jedynie wtedy gdy 
generowany przez model szereg czasowy jest trendostacjonarny. 
Nie liniowa funkcja f(t)  - trend - może być np. przewidziana przez ekspertów (być może nawet 
mgliście ?) na podstawie poza modelowej wiedzy o możliwej ścieżce rozwoju danego parametru 
(zespołu parametrów) ekonomicznych lub gospodarczych.

3. W przypadku rozkładu zespołu szeregów czasowych (ekonomiczno-gospodarczych), o takim 
samym kroku  Δt i liczebności n 18, na główne składowe (szeregi ortogonalne) granicę trendu można 
w niektórych przypadkach oszacować z kwadratowego sprzężenia zwrotnego (predykcji na 
podstawie kwadratowej funkcji pierwszego opóźnienia zmiennej objaśnianej) i  utrwalonych już 
osiągnięć teorii chaosu deterministycznego. 

4. Dla szeregów giełdowych (indeksów, cen akcji) będących procesami błądzenia przypadkowego 
(tak uważa większość ekspertów bo przyrost cen akcji jest procesem czysto losowym19. Podobno ?), 
na podstawie kwadratowego sprzężenia zwrotnego20 można określić górną lub dolną granicę 
zbieżności trendu (atraktor). W tych przypadkach znajomość stabilnego punktu stałego może 
posłużyć do spekulacji.21

5. Rozkład giełdowego szeregu czasowego i jego opóźnień na szeregi ortogonalne może prowadzić 
do uzyskania składowych addytywnych z których przynajmniej niektóre będą realizacjami 
procesów stacjonarnych. Pozwala to na wiarygodne zastosowanie modeli predykcji dynamicznej 
typu ARMA(a,k,k) i przewidzenie najbliższego punktu zwrotnego w stabilnej sytuacji 
ekonomiczno-gospodarczej (brak paniki giełdowej).

  

18 Warunek nie konieczny. Pakiet programowy GRETL wybiera szereg najkrótszy i dostosowuje do niego pozostałe 
szeregi opuszczając dane go poprzedzające i wyprzedzające.

19 Gdyby szeregi giełdowe były procesami stacjonarnymi utrzymywały by się na tym samym poziomie, ewentualnie 
miały stały trend. Tak jednak nie jest. Mantegna R.N. i Stanley H.E. (nobliści z ekonomii) w EKONOFIZYCE (PWN, 
2001) stwierdzili, że szeregi notowań giełdowych mają rozkłady Levy'ego, o nieskończonej wariancji a co za tym 
idzie są niestacjonarne. 

20 Estymacja równania 6.1 (str. 6) zawsze jest jednoznaczna a co za tym idzie pierwiastki równania kwadratowego też. 
21 Zakładając hipotetycznie, że ilustracja 8.10 przedstawia zmianę ceny akcji jakiegoś koncernu (przedsiębiorstwa) 

można grać na zwyżkę (kupujemy i na najbliższych sesjach sprzedajemy) aż do ceny określonej przez górny atraktor 
NQ1 (nieco poniżej tej ceny).
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Przypisy końcowe:

i    W bardzo przystępnej książce Iana Stewarda. CZY BÓG GRA W KOŚCI ? Nowa matematyka chaosu (PWN<1996),
      na str. 320 można przeczytać: Tak więc chaotyczna dynamika wprowadza całkowicie nowe - i trudne -problemy
      przy interpretacji i analizie danych doświadczalnych. Lepiej jest jednak mieć jasny i trudny problem niż żyć
      w raju głupców.
      ...DYNAMIKA JEST NIELINIOWA, A NIELINIOWOŚĆ NIE SZANUJE ŚREDNICH. 
     
 ii   Estymując kilkakrotnie ten sam szereg czasowy można uzyskać identyczne parametry (Tabl. 8.5) ale całkiem 

odmienny trend ex ante (Ilustracje 8.6, 8.7 i 8.10). Wynika to z jednej z właściwości chaosu deterministycznego, 
mianowicie wrażliwości na warunki początkowe.

      W części 2 w monografii H.-O. Peitgen, H. Jurgens, D. Saupe. GRANICE CHAOSU FRAKTALE (PWN 2002)
      na  stronie 140 (10.1 Oznaki chaosu wrażliwość) czytamy: Największym problemem, jaki napotykają komputery  

podczas programów związanych z chaosem, jest nadzwyczajna wrażliwość iteracji. Może to prowadzić do 
pojawienia się nieoczekiwanych zjawisk numerycznych, więc musimy być bardzo ostrożni przy interpretowaniu 
wyników podawanych przez komputer.

      
  


