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1. WsTtEP

Dynamike rynku finansowego opisuje si¢ indeksami agregatowymi: cen, ilosci i wartosci.

Indeks gieldowy np. Down Jones Industrial kompiluje 30 akcji. Inny, na przyktad
dochodowy WIG, uwzgledniajacy dywidendy, szacowany jest na podstawie notowan 99%
wszystkich uczestniczacych na gieldzie spotek ([4] str. 388).

Prognozy ilo$ciowe (np. robione przy uzyciu przedzialdéw ufnosci) uwzgledniaja:
funkcj¢ trendu — najczesciej liniowa — badanie losowosci rozkladu reszt i autokorelacji
sktadnika losowego (zwykle addytywnego).

Trend jest ekstrapolowany (liniowo, rzadziej inna funkcja ciagla), odejmowany od
szeregu czasowego indeksu gietdowego, a pozostala reszta traktowana jak stacjonarny
proces stochastyczny [5], czgsto sprowadzany do tzw. bialego szumu:

L1 [Y-f(OION[O,0]
gdzie f(¢) — funkcja trendu okre§lona na przedziale czasowym (dyskretnym),
1.2, tO[ti ... ty... tasd]

gdzie: t, — t,.1 — czas przeszly, t, — chwila obecna, kK — wyprzedzenie prognozy.

N[O, o] — rozklad normalny o warto$ci oczekiwanej O i wariancji o niezaleznej od

czasu. Y = ¥(t) — szereg czasowy indeksu gietdowego.

Niezalezna zmienna czasowa ¢ zwykle zmienia si¢ co jeden dzien.

Najczegsciej jednak prognozy ilosciowe indeksow gieldowych wykorzystuja autokore-
lacje szeregu czasowego 1 budowane sa w oparciu o modele wygladzania wykladniczego.

W wielu przypadkach daja one zadowalajace wyniki (na przyjetym poziomie ufnos-
ci) np. [6].

W niektérych jednak stanowia niepotrzebne obciazenie, sprowadzajace rzecz do
prognozy naiwnej typu: jutro bedzie to samo co dzisiaj (np. [3]; str. 136, przyktad 3.7.2).

W wyzej przytoczonym przykladzie wspolczynnik a=0,6, w prostej metodzie
Browna, jest Zle dobrany (metodami Montecarlo?)

Minimum funkcji btedu:

13. S(a)= \/% 2 [y —yP(@)]

1 Praca opublikowana w Zeszytach Naukowych Wyzszej Szkoly Dziatalnosci Gospodarczej w Warszawie.
Nr 15, 2005.



a [0, 1]. Znakiem [] oznaczono warto$¢ prognozowana.
osiagane jest na granicy przedziatu, dla wartosci a = 1.
Sprowadza to prognoze do modelu:

14. Yy, =»

W tym przypadku model wygtadzania wyktadniczego z jednym parametrem w ogole
nie powinien by¢ stosowany.

Najlepsze rezultaty prognostyczne otrzymuje si¢ modelami autoregresyjnymi typu
ARMA 1 ARIMA ([2], [6]), ktore uwzgledniaja — na ztozonym poziomie ufnosci — ciag
opoznien zmiennej losowej, w omawianym przypadku indeksu gieldowego.

Nasuwa si¢ pytanie, czy modeli tych — dobrze opracowanych ekonometrycznie
1 znajdujacych si¢ w standardowych pakietach programowych — nie mozna by wykorzys-
ta¢ jeszcze efektywniej?

Wydaje sig, ze tak jak kiedy$ zrobiono to ze §wiattem biatym, rozktadajac je na wid-
mo spektralne, mozna by co$ podobnego zrobi¢ z notowaniami pakietu akcji (a nawet
wszystkimi akcjami np. 99%), na wybranym rynku finansowym.

Niniejsza praca jest proba takiego wlasnie podejscia.

Wykorzystuje szeregi czasowe notowan poszczegoélnych akcji (np. wiodacych),
skorelowane ze soba, sita rzeczy, dziatania jednego rynku finansowego.

Szeregi te sa przeksztalcane na szeregi ortogonalne tzn. niezalezne od siebie (nie-
skorelowane).

Do kazdego z tych syntetycznych szeregdw, ktorych moze by¢ stosunkowo niewiele
(np. 3, 4, ... k), mozna zastosowa¢ modele ARMA 1 ARIMA, albo nawet prostsze — wy-
gladzania wyktadniczego — a potem znowu przej$¢ na zwykle notowania gieldowe akcji
poszczeg6lnych firm.

W dalszej czg$ci przedstawiony zostanie model matematyczny takiej operacji, opar-
ty na prostej algebrze liniowej uwzgledniajacy wartos$ci wlasne macierzy kwadratowych.
(Niestety, nie uwzglednia tego program nauczania matematyki na kierunkach ekonomicz-
nych).

Studenci ostatnich lat ekonometrii nie powinni mie¢ trudnosci ze zrozumieniem
modelu.

2. SZCZEGOLOWY MODEL MATEMATYCZNY

Historyczne (przeszte) notowania wybranego pakietu akcji (np. w zl) zestawiamy
W postaci tablicy tworzacej prostokatna macierz o n kolumnach (zmienna czasowa) i k wier-
szach (zmienna indeksujaca spoiki gietdowe). Macierz ta oznaczamy jak nastgpuje
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gdzie x; — cena akcji i-tej firmy w j-tym dniu.
W dalszym ciagu przeprowadzimy standaryzacj¢ zmiennych losowych. (Nie jest to

jednak konieczne). Przeksztalcamy zmienna losowa x w nowa zmienna y wedtug wzoru

2.2.

2.3.

-X; i=1,2 ...k
S; j=L2...n

_ Xy

Vi =

gdzie: x; — warto$¢ $rednia szeregu czasowego (j = 1, 2, ... n) dla i-tej zmiennej;
S; — pierwiastek ze $redniego kwadratowego odchylenia dla tej samej zmienne;.
Symbolicznie:

iXn = 1Yn

Dalej mamy:

Y = K =[00]

gdzie (K; jest kwadratowa i1 symetryczna macierza korelacji zmiennych y;, o; —
wspotczynnikiem korelacji pomigdzy zmiennymi y; 1y, (i, /=1, 2 ... k). Symbolem

T oznaczono transpozycj¢ macierzy.
Jest oczywiscie:

pi=1; Pit = Pii

Wiasnosci funkcji wiasnych pozwalaja na utworzenie nastgpujacego roéwnania

macierzowego (np. [1] str. 416).

2.4a.

2.4b.

2.5.

K =« R A RY!

lub

REKE Ry = 1Ay

Wyktadnikiem —1 oznaczono macierz odwrotna do danej macierzy kwadratowej,
gdzie: (Ry — macierz wektorow wlasnych; A — diagonalna macierz warto$ci wias-

nych macierzy kwadratowej (K.
Okreslimy teraz nowe szeregi czasowe postugujac si¢ operacja:

v L = ALY,
gdzie ;A jest pewna macierza (operatorem) przeksztatcenia, chwilowa nieznana.

Dla macierzy kwadratowej 1 symetrycznej — jaka jest np. macierz wspotczynnikow

korelacji — wektory wtasne sa ortogonalne tzn. spetnione jest rOwnanie:

2.6.

kRkRIC =.I; lub kR]{Rk = I



gdzie: /I, jest diagonalng macierza jednostkowa.
Wynika to natychmiast ze wzoru 2.4b. jest bowiem:

K=K’

i dalej

(R'KR=210 RR'K)'=210 R'KR " =)
a stad

R'=R’"

co jest warunkiem ortogonalnosci.

Dalej doprowadzimy do sytuacji, w ktorej szeregi czasowe T, bytyby niezalezne li-

niowo (nieskorelowane) czyli aby spetniona bylta zalezno$¢:

2.7. (LT =
W dalszym ciagu do rownania 2.7 wstawiamy zalezno$¢ 2.5, biorac réwniez pod
uwage, Ze:
I =, Y AL (transpozycja prawej strony zaleznosci 2.5)
Otrzymuje sig:
28. (ALY, YTAT =1,
Korzystajac dalej ze wzorow 2.3. 1 2.4 z rGwnania 2.8 otrzymuje sig:
29. JARAMRIAT =0,
Jezeli za niewiadoma macierz (A, (operator przeksztalcenia) przyjmiemy:
2.10. (A, =,A R]
gdzie , )y,:% jest diagonalng macierza odwrotnos$ci pierwiastkow z warto$ci wiasnych
Asi=1,2 ...k
Jest roéwniez:
2.11. (A7 :kka,:% (transpozycja prawej strony zaleznosci 2.10)

bo dla macierzy diagonalnych mamy:



2.12.

2.13.

(=

Ostatecznie po podstawieniu do rownania 2.9 zaleznosci 2.10 i 2.11, otrzymuje sig:
A RIR AL RPRGA =41y

oraz dalej (po wykonaniu dzialan na lewej stronie 2.12, z uwzglednieniem 2.6)

el = ¢ Ik

co dowodzi, ze macierz okreslona wzorem ogolnym 2.10 jest rozwiazaniem row-
nania 2.8.

Roéwnanie 2.5 moze by¢ rowniez rozwiazane wzgledem (Y,

Y, = AT,

Aby znalez¢ elementy macierzy (A, zauwazymy, ze rOwnanie 2.4b mozna przekszta-

fci¢ nastgpujaco:

2.14.

2.15.

2.16.

KRy = (R Ay =0 (mnozac prawostronnie przez ; R;)

co prowadzi do ukladu réwnan jednorodnych pierwszego stopnia wzgledem
wspotczynnikOw 7y

k

> (k= A dy)ry =0

J=1

gdzie J; — funkcja Kronekera (&, = 1 dlai=; & =0dlai#),ij=1,2 ...k
pozwalajacych na obliczenie wspotczynnikow 7 zaleznych od k statych parametrow.
Parametry te mozna obliczy¢ z warunku ortogonalnosci

«RIR, =1

Jest to uktad rownan 2-go stopnia wzgledem wspotczynnikow 7 1 do dalszych obli-

czen mozna wykorzysta¢ jedynie przekatna glowna.

3. OGRANICZENIE MODELU

Jak wynika z toku rozumowania przytoczonego w rozdziale 2, konieczne jest spe-

Inienie nastgpujacych warunkow:

3.1.

Wielomian charakterystyczny macierzy korelacji powinien posiada¢ k rdéznych
pierwiastkow, stanowiacych zbior wartosci wlasnych:

A, A A



3.2. Wszystkie warto$ci wlasne musza by¢ dodatnie, co bezposrednio wynika ze wzoru
2.10, rozdziatu 2.
By¢ moze metodg t¢ mozna bedzie zastosowaé w dziedzinie liczb zespolonych, bo
przeksztatcenie odwrotne (wzor 2.13 rozdziat 2) zapewni powrdt do liczb rzeczywistych.
W tym przypadku pozostatoby jedynie 1-sze ograniczenie.

4. PRZYKEAD OBLICZENIOWY

Pomijajac same szeregi czasowe, jako rzecz szeroko omdéwiona w najnowszej litera-
turze przedmiotu (np. [2], [4], [6]), przyjmiemy dla k = 3 nastepujaca macierz korelacji:

0,5 03[

41. K, = %)5 0.7E
03 07 1E

z wielomianu charakterystycznego
42. (1-A°-0,83(1-2A)+0,21=0
Otrzymuje si¢ nastgpujace wartosci wilasne.
43. A,=0,26126471 A, =0,72075311 A3 =2,017983
sq zatem spetnione warunki 3.1 1 3.2 z rozdziatu 3.
Macierz wektoréw wilasnych oznaczmy jak nastgpuje

(@ b cC
4.4. 3R3=%1 e fE
B hIE

Rozwiazanie uktadu 9-ciu réwnan jednorodnych 2.15, po eliminacji trzech réwnan
jako liniowo zaleznych, daje warto$ci tej macierzy:

[+0,43410r  1,547643 —1,09246y O

45. Ry =11241380  -0264358 1097036y
H -a -B -y B

Elementy tej macierzy zaleza od trzech dowolnych parametrow: a; B1i J.

Z trzech rdwnan dla przekatnej gtoéwnej — z zalezno$ci 2.16 — otrzymuje si¢ jednak:



a = +0,605296
4.6. [ =+0,537209
y = +0,542569

Sprawdzamy jeszcze rownanie dla elementu i» (2.16), ktéry powinien by¢ rowny
Zero:

4.7. af(—0,43410,54764 —1,24138[0,26435 +1) =2,8400~°
Zatem postulat ten jest spelniony z doktadno$cia do 5-go rzgdu.

Ostatecznie z zalezno$ci 2.10 macierz (operator) przeksztalcenia trzech szeregow
czasowych w szeregi liniowo niezalezne przedstawia si¢ nastepujaco:

0 0,262759 -0,831406 0,5927350

(A =:05 RE=10751402 0142011 05952185
 0,605296  0,537209 0,5425690]
48,
0956412 0 0 0
H o0 L1778%6 0 B
g 0 0 0,703949F

Macierz (operator) przeksztatcenia odwrotnego — wzor 2.13 — okresla wzor:

0 0,146425 —0,543356 0,436114[C

49. A3 =T0711381  0,270477 0,480434F

H 0,546585  1,304242 0,590293F

5. UWAGI KONCOWE

Przy dzisiejszym rozwoju technik obliczeniowych, przedstawiony wyzej model, na-
wet dla duzej liczby akcji i dhugich szeregdw czasowych, nie przedstawia wigkszych
problemow rachunkowych.

Wykorzystuje on informacje ,historyczne” jakie zawieraja powiazania pomigdzy
spotkami emitujacymi akcje na tej samej gieldzie.

Mozna go réwniez potraktowaé jako dekompozycje k-wymiarowego szeregu
czasowego na skltadowe syntetyczne.

Czy przedstawiona metoda wnosi co§ nowego, pomocnego przy prognozowaniu no-
towan akcji?

O tym mozna si¢ bedzie przekonac po przeprowadzeniu obliczen na kilkunastu prze-
biegach rzeczywistych. Jest to oczywiscie zadanie wymagajace zaangazowania pewnych
srodkow, np. z K.B.N.



Wzory 2.5 i w konsekwencji 2.13 moga zosta¢ ograniczone do kilku np. 5—6 wek-

torow wilasnych w okoto 90% wyjasniajacych catkowita zmienno$¢ losowa.

Wydaje si¢ roéwniez, ze mozliwe byloby wykorzystanie tej metody do kontroli no-

towan akcji spotek podejrzewanych o ztamanie przepisow Komisji Papierow Wartos-
ciowych.
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