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Wstep

Zycie, to ruch. Réwniez to, co nie zyje, jest tez w ciagtym ruchu.
Wszystko wokét nas i w nas jest w ruchu.

Powyzsze zdania s3 bez watpienia prawdziwe o tyle, o ile cokolwiek
moze by¢ prawdziwe. Zwr6¢my jednak szczegélna uwage na
ostatnie zdanie: ,Wszystko wokét nas ...". Ten antropologiczny
punkt widzenia dobrze uwypukla to, co w badaniu ruchu jest
najwazniejsze: wybér uktadu odniesienia.
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Wstep

Przystepujac do badania ruchu akceptujemy pozornie oczywiste
prawdy o istnieniu materii i o istnieniu wielowymiarowej, pustej i
bezstrukturalnej przestrzeni?. Jesli teraz po prostu umiescimy w niej
jakis obiekt materialny, to szybko stwierdzimy, ze nie mamy
narzedzi nie tylko do opisu rodzaju ruchu, ale nawet nie potrafimy
stwierdzi¢, czy ruch w ogéle ma miejsce.

@Jest to przedmiot rozwazan i pytan filozoficznych, na ktére nie ma
ostatecznej odpowiedzi. My przychylamy sie do pogladu, ze Swiat istnieje
obiektywnie.
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Te pusta przestrzeh nazywamy przestrzenig fizyczna. Ale czy rzeczywiscie
nie ma ona zadnej struktury, czy nie potrafimy nic wiecej o niegj
powiedzie¢ ponadto, ze jest pusta? Nie jest tak zle. Pustej przestrzeni
fizycznej przypisujemy nastepujace atrybuty:

© izotropowos¢ — brak wyréznionego kierunku;
@ jednorodnos¢ — brak wyréznionego punktu.

Strukture przestrzeni mozna zmieni¢ wprowadzajac do niej obiekty
materialne. Takim obiektem materialnym jest np. Ziemia. Istnienie Ziemi
powoduje, ze pewne kierunki zaczynaja by¢ wyréznione. Jesli chcemy, na
przyktad, aby trzymany przez nas kamien poleciat do géry lub w bok, to
musimy mu nadaé predkos¢ poczatkowa r6zng od zera. Jesli natomiast
chcemy ten sam kamien skierowa¢ do dotu, to nie musimy mu nadawaé
zadnej predkosci poczatkowej: kamien sam z siebie spadnie na podfoze.
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W pustej przestrzeni kamieniowi zawsze we wszystkich kierunkach
musimy nadawac niezerowa predkos$¢ poczatkowa. To wiasnie
nazywamy izotropia przestrzeni.

Przyktadem atrybutu przestrzeni majacej wtasciwos¢ jednorodnosci
jest czas. Nie ma wyr6znionych chwil®. Dowolne doswiadczenie
mozemy przeprowadza¢ w dowolnych momentach: wynik bedzie
zawsze taki sam, jesli tylko inne okolicznosci w jakich to
doswiadczenie jest przeprowadzane beda identyczne.

“To stwierdzenie nie jest do konca prawdziwe. Poréwnaj dyskusje na temat
Wielkiego Wybuchu w ksigzce M. Hellera Poczatek jest wszedzie
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Uktad odniesienia

Rozwigzanie problemu istnienia ruchu znajdziemy oczywiscie juz w
starozytnej Grecji, gdzie stynny Arystoteles z Syrakuz (287-212 p.n.e.)
powiedziat w niezwykle obrazowy sposéb: ,,Dajcie mi punkt oparcia, a
porusze Ziemig'?.

Ten punkt ,oparcia” rozwazan o ruchu ciat we wspétczesnej fizyce
nazywamy ukfadem odniesienia.

Arystoteles czekat, az ktos mu ten punkt podparcia da. Niestety, nie
doczekat sie. My jestesmy w duzo bardziej komfortowej sytuacji, gdyz
mozemy skorzysta¢ z jego doswiadczenia i wzigé sobie 6w ,punkt oparcia”
sami. Jedyne, czym powinni$my sie kierowaé w wyborze ukfadu
odniesienia, to wygoda.

W podrecznikach szkolnych wypowiedz te cytuje sie przy okazji omawiania
dzwigni (maszyny prostej), ale mozna ja interpretowaé réwniez w sposéb
bardziej ogélny.
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Uktad odniesienia

Jesli mozemy wybra¢ jeden uktad odniesienia, to zapewne mozemy
wybraé réwniez nieskonczenie wiele innych takich uktadéw. Pojawia sie
zatem naturalne pytanie: ktéry z nich jest najlepszy? Odpowiedz jest
prosta: zaden. Wszystkie uktady odniesienia sa réwnoprawne?. A jesli juz
koniecznie musimy wybra¢, to oczywiscie najlepszy jest ten uktad
odniesienia, ktéry wiasnie my wybralismy i dlatego nazywamy go
absolutnym ukfadem odniesienia. Od tej pory wszystkie nasze rozwazania
mozemy odnosi¢ do tego absolutnego ukfadu odniesienia (moze to by¢ w
2D np. lewy gérny rég ekranu monitora naszego komputera).

Istnieje, co prawda, grupa wyréznionych uktadéw odniesienia, zwanych
uktadami inercjalnymi, czyli takimi w ktérych spetnione jest | prawo Newtona,
ale o tym powiemy pézniej, przy okazji omawiania sit dziatajacych na obiekty
materialne.
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Zauwazmy, ze matematyka i fizyka sa potaczone nierozerwalnym
weztem. Ta Scista zalezno$¢ wynika ze sposobu w jaki konstruuje sie
teorie fizykalne. W kazdym razie, by mozna byto méwi¢ nie tylko o
jakosciowych, ale réwniez o ilosciowych cechach danego zjawiska, musimy
mie¢ do dyspozycji pewne miary i sposoby, jak te miary stosowac i
poréwnywac ze soba. Fizyka klasyczna, czyli ta ktérej podstawa sa prace
lzaaka Newtona? Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, Analysis Per
Quanitatum Series Fluxiones, Ac Differentias: Cum Enumeratione Linearum Tertii
Ordinis ...

Sir Isaac Newton (25 grudnia 1642 r. — 20 marca 1727 r. , wg kalendarza juliafskiego lub 4
stycznia 1643 r. — 31 marca 1727 r. wg kalendarza gregorianskiego) byt angielskim fizykiem,
matematykiem, astronomem, filozofem, historykiem, badaczem Biblii i alchemikiem. Jako pierwszy
wykazat, ze te same prawa rzadza ruchem ciat na Ziemi i w Kosmosie, byt zwolennikiem heliocentryzmu.
Podat matematyczne uzasadnienie dla praw Keplera i rozszerzyt je udowadniajac, ze orbity (w wigekszosci
komet) s3 nie tylko eliptyczne, ale moga byé¢ tez innymi krzywymi stozkowymi, czyli hiperboliczne i
paraboliczne. Gtlosit, ze $wiatto ma nature korpuskularna. Byt pierwszym, ktéry zdat sobie sprawe, ze
widmo barw obserwowane podczas padania biatego $wiatta na pryzmat jest cecha padajacego $wiatta, a
nie pryzmatu, jak gtosit 400 lat wcze$niej Roger Bacon. Sformufowat prawo stygniecia, zasady
zachowania pedu oraz momentu pedu, zajmowat sie¢ pomiarami predkosci dzwieku w powietrzu i ogtosit
teorie pochodzenia gwiazd. Sformutowat réwniez twierdzenie o dwumianie i byt twérca rachunku
wariacyjnego. Jako pierwszy opisat matematycznie zjawisko ptywéw morskich (1687).
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. i Kartezjusza® Rozprawa o metodzie (Discours de la méthode, 1637)
oraz dotaczony do Rozprawy... traktat La géométrie (Geometria),
korzysta z osiggnie¢ greckiej geometrii, przekazanych nam przez
Euklidesa, Pitagorasa i Talesa.

aKartezjusz (wtasciwie René Descartes, inaczej Renatus Cartesius), (1596 - 1650), francuski
matematyk i filozof, jeden z najwybitniejszych uczonych XVII w., uwazany za prekursora nowozytnej
kultury umystowej. Kartezjusz uwazat, ze geometrii brak ogélnej metody postepowania, a algebra bez
wiasciwego powigzania z geometrig jest trudno zrozumiata intuicyjnie. Traktat Geometria zawiera
oryginalny pomyst nadania kazdemu punktowi na ptaszczyznie nazwy przez przypisanie mu dwéch liczb.
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Ukfad wspétrzednych biegunowych

Ukfad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Uktad wspétrzednych sferycznych

Uktady wspotrzednych

Przetomowym odkryciem, ktérego znaczenie dla naszej cywilizacji mozna
poréwnac tylko z wprowadzeniem do matematyki zera, jest
Kartezjuszowska algebraizacja geometrii. Dzieki jego pracy stato sie
jasne, ze do zdefiniowania potozenia punktu w n-wymiarowej przestrzeni
wystarczy podac n liczb, ktére interpretujemy jako wspétrzedne tego
punktu w rozwazanej przestrzeni. Jednakze aby mozna byto méwi¢ o
wspoétrzednych, musimy w naszym absolutnym uktadzie odniesienia
zdefiniowa¢ uktad wspétrzednych. Najbardziej popularnym uktadem
wspotrzednych jest kartezjanski uktad wspotrzednych, zwany czesto
prostokatnym ukfadem wspdtrzednych. W przestrzeni 3-wymiarowej (3D)
tworza go trzy niezalezne liniowo wersory (wektory bazy) e;, e> i e3
(wektory o jednostkowej dtugosci) nawzajem parami do siebie
prostopadte, czyli takie, ze ich iloczyn skalarny znika

m-q_{gz;ﬁj ij=1,23. (1)

o
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X2

X1

Rys. 1: Kartezjanski ukfad wspétrzednych
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Najprostsza realizacja triady wektoréw bazy jest umieszczenie ich
wzdtuz osi uktadu wspétrzednych. Osie uktadu wspétrzednych w
przypadku przestrzeni 3D oznaczamy najczesciej koncowymi
literami alfabetu x, y, z, a w przestrzeniach wiecej wymiarowych
postugujemy sie indeksowaniem, oznaczajac je np. x;,
i=1,2,...,n Tak wiec np. w przestrzeni Euklidesa 3D wektory
bazy maja nastepujace wspétrzedne (patrz rys. 1):

e; = (1,0,0), e, =(0,1,0), e3=(0,0,1), (2)
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Niezaleznos¢ liniowa wektoréw: kazdy wektor w przestrzeni da sie
przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej trzech wektoréw bazy,

czyli
B

a:ale1+a2e2+3393zzaiei, (3)
i=1
gdzie liczby a1, ap, a3 s3 nieznikajacymi réwnoczesnie
wspétrzednymi punktu wskazywanym przez koniec wektora a?.

“Ma to oczywiscie sens, gdy wektor a jest wektorem swobodnym, a jego realizacja ma poczatek w
poczatku uktadu wspétrzednych o wspétrzednych (0, 0, 0). Wektor swobodny to klasa réwnowaznosci.
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Wzér (3) czesto zapisujemy symbolicznie
a= (31732733)a (4)

podajac tylko wartosci wspétczynnikéw wystepujacych w sumie (3).
Jesli zamiast wektora a, wybierzemy jeden z wersoréw e;, to
otrzymamy wzér (2) z nieznikajacym tylko jednym wspdtczynnikiem
e = 1.
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Woprowadzenie bazy przestrzeni poprzez iloczyn skalarny jest tu
bardzo wazne, gdyz pozwala na fatwe uogélnienie bazy przestrzeni
wektorowej do kazdej innej przestrzeni, np. do przestrzeni
funkcyjnej?.

9Z potrzeba wprowadzenia takiej bazy spotykamy sie chociazby przy okazji
implementacji szybkiej transformaty Fouriera (FTT). Méwimy, ze funkcje
em(x), m=1,2,... s tworza baze przestrzeni funkcyjnej, jesli ich iloczyn
skalarny spetnia nastepujacy warunek:

m=n

/@m(x)tpn(x)dx:{ (1J’ m#n mn=12,...5s. (5)
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Wektor swobodny, zdefiniowany wzorem (3) (matematyka!), staje
sie wektorem wodzacym punktu M (fizyka!), jesli zamocujemy jego
poczatek w poczatku uktadu wspétrzednych i wprowadzimy
zaleznos¢ od czasu

M= M(x,y,z,t). (6)

Tutaj t nie jest nowa wspétrzedna, ale tylko pewnym parametrem,
wiec bardziej wtasciwy jest zapis

M = M(x(t), y(t), 2(t)) - (7)

To pozornie mato wazne rozréznienie ma bardzo istotne znaczenie
w teorii wzglednosci Einsteina. Na wszelki wypadek bedziemy wiec
dalej stosowac¢ notacje (7).
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3

2

H]

Rys. 2: Wektor wodzacy punktu M
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d
Wielkos¢ d—; nazywamy predkoscia punktu M w ukfadzie wspétrzednych Oxix2x3 i

oznaczamy literg v

_dr _ (dxl(t) dxa(t) dX3(t))

dt dt  dt ' dt
3 (8)
:5<1e1+>'<282+5<3e3:25<iei,
=il

gdzie -’ nad symbolem zmiennej oznacza jej pochodna czasowa. Mozemy oczywiscie
badaé réwniez predko$¢ zmian predkosci. Wielkosé te nazywamy przyspieszeniem i
oznaczmy literg a
dv  d2r 3
a=—=—-— = X e;:. 9
dt — dt? ; ! ©)

Zauwazmy, ze rézniczkowaniu podlegaja tu tylko wspétrzedne — wektory bazy s3 od
czasu niezalezne.
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W celu lepszej wizualizacji zadania rozwazmy przestrzen 2D, a w niej wprowadzmy
biegunowy uktad wspétrzednych (r,p), gdzie r — promien wodzacy punktu M, ¢ — kat
pomiedzy osig Oxy prostokatnego uktadu wspétrzednych a promieniem wodzacym r,
liczony w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.

'y
2

l(a )

By

.
L

]

Rys. 3: Biegunowy uktad wspétrzednych
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Bez ktopotu stwierdzamy, ze jesli punkt M ma w prostokatnym
uktadzie wspétrzednych wspétrzedne (xpy, yuv), to mozna je wyrazié
we wspétrzednych biegunowych w nastepujacy sposéb

XM = M COSPM YM = rm Sinpp . (10)

Zwiazki te sa jednoznaczne z doktadnoscia do wielokrotnosci
okreséw funkcji trygonometrycznych, wiec mozemy znalezé
zaleznosci odwrotne

= \/xy + Yy, @M:arctg%. (11)

Od teraz bedziemy opuszcza¢ indeks M tam, gdzie nie bedzie to
prowadzito do nieporozumien.
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Ze wzoru (3) wynika, ze
r=are +aye,, (12)

przy czym jest oczywiste, ze tu a, = 0, a a, = |r| = r. Pofozenie i
orientacja wektoréw bazy biegunowego uktadu wspétrzednych jest
taka jak na rys. 3. Sprébujmy wyrazi¢ je poprzez wektory
kartezjanskiego uktadu wspétrzednych. Pomocna moze by¢
konstrukcja pokazana na rys. 4.
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-
-E1 2]

Rys. 4: Konstrukcja geometryczna do opisu biegunowego uktadu wspétrzednych
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Z niezaleznosci wektoréw bazy (i z rysunku) wynika, ze nowe
wektory bazy e, i e, s3 kombinacja liniowa starych wektoréw bazy
e i eo

er=ar1e1t+arney,

(13)
€y, = dypl €1 ain ag2 €2,

a z zadania, by ich dtugos¢ byta jednostkowa, czyli e, = e, = 1,
otrzymujemy, ze

e, =cospe;+sinpes, (12)

e, = —sinpe; +cospe;.
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W zapisie macierzowym réwnanie (13) przyjmuje postac

eP = A. eP, czyli w postaci rozwinietej

e | cos@ sing e (15)
e, | | —sinp cose e |’
gdzie e? = [e,, e,] " — macierz wektoréw bazy biegunowego uktadu
wsp6trzednych, A — macierz transformacji uktadéw wspétrzednych,

a eP = [e1, e]" — macierz wektoréw bazy prostokatnego uktadu

wspétrzednych. Wida¢, ze wyznacznik macierzy transformacji
|A| = 1.
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Jesli kat ¢ jest funkcja czasu (jest zmienny w czasie), jak to
miejsce w wielu sytuacjach, czyli

= (), (16)

to wektory bazy réwniez zaleza od czasu

e, = ey(t), er =e.(t). (17)

Romuald Kotowski Kinematyka



Uktad wspétrzednych biegunowych

Ukfad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Ukfad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych biegunowych

Policzmy predkos¢ punktu M. Ze wzoru (12) wynika, ze

v(t):%:ie,—krér. (18)
Jesli skorzystamy ze wzoru (13);, to otrzymamy, iz
é =—sinpper+cospper=ype,. (19)
Podobnie tatwo mozna wykazaé¢, ze
e, =—¢e,. (20)

Ostatecznie wiec

vit)=re,+rpe,. (21)
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Ukfad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych biegunowych

Wzér na przyspieszenie jest nieco bardziej skomplikowany
dv . L . .
a(t):E:re,+re,+rcpe¢+rcpe¢+r<pe¢. (22)

Po wstawieniu wyrazen (19) i (20) dostajemy

a(t) = (F — r¢¥e, + 2F p+ rd)e, . (23)
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Uktad wspétrzednych biegunowych

Ukfad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Ukfad wspétrzednych sferycznych

Spis tresci

© Uktady wspotrzednych

o Uktad wspétrzednych normalnych
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Ukfad wspétrzednych biegunowych

Uktad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Uktad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych normalnych

...jest bardzo czesto stosowany w fizyce, np. w kinematyce i
akustyce, gdyz jest zwigzany z trajektorig ruchu danego obiektu.
Tworza go trzy wersory: e, — styczny, e, — normalny, i e, —
binormalny .

Rys. 5: Uktad wspétrzednych normalnych
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Ukfad wspétrzednych biegunowych

Uktad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Uktad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych normalnych

Wersor styczny e, jest styczny do trajektorii, a wiec jest réwnolegty do
wektora predkosci v(t), czyli

v(t) = % =ve,. (24)
Mozna wiec wyliczy¢ e,
dr
e, — ”(Vf) _ 4t (25)
%

Wersor normalny e, lezy w ptaszczyznie prostopadtej do wersora e, wiec
ma nieskonczenie wiele mozliwosci orientacji. Istnieje bardzo prosta
procedura, ktéra pozwala usunac¢ te niejednoznacznos¢ i zdefiniowa¢ go w
spos6b jednoznaczny.
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Ukfad wspétrzednych biegunowych
Ukfad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych
Ukfad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych normalnych

Zauwazmy, ze

er-er=1.

(26)
Zrézniczkujmy ten wzér wzgledem czasu:

de,

de
dt -87—+e7-- T

dt ’

= (27)
o . de; . .
skad wynika, ze wersor e jest prostopadty do ——. Mozemy wiec po prostu

zdefiniowa¢ e, ponizszym wzorem, by réwnoczesnie znormalizowaé¢ go do jednosci

de,

_ _ dt
G = de,
dt

(28)
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Uktad wspétrzednych biegunowych

Ukfad wspétrzednych normalnych
Uktady wspétrzednych Uktad wspétrzednych walcowych

Ukfad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych normalnych

W przestrzeni 2D chwilowy promien krzywizny trajektorii lezy
zawsze w ptaszczyznie krzywej (bo nie ma innego wyboru) i jest
prostopadty do stycznej, czyli do wersora e.. W przestrzeni 3D jest
to zagadnienie duzo trudniejsze i potrzebna jest pewna ,,umowa
spoteczna’. Uméwiono sie, ze kierunek chwilowego promienia
krzywizny trajektorii (czyli kierunek normalny) jest réwnolegty do
en.
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Ukfad wspétrzednych biegunowych

Uktad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Ukfad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych normalnych

Trzeci wersor triady wersoréw normalnego uktadu wspoétrzednych,
wersor binormalny, jest juz bardzo tatwo okresli¢. Jest to po prostu
wynik iloczynu wektorowego wersora stycznego i wersora
normalnego (dla uktadu prawoskretnego — zwréémy uwage, ze
iloczyn wektorowy jest nieprzemienny)

e, =er X e,. (29)

Wektor predkosci jest dany wzorem (24), wiec przyspieszenie
znajdujemy niemal natychmiast

er

dt

dv . . i
a=—=ver+ver=ver+v

dt

en. (30)
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Uktad wspétrzednych biegunowych

Ukfad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Ukfad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych normalnych

Przyspieszenie ma zatem dwie sktadowe: pierwsza opisuje
przyspieszenie styczne do trajektorii ruchu, a druga opisuje
przyspieszenie dosrodkowe. Szczegélnie dobrze to wida¢ gdy ruch
odbywa sie po okregu o statym promieniu.
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Uktad wspétrzednych biegunowych

Uktad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Ukfad wspétrzednych sferycznych

Spis tresci

© Uktady wspotrzednych

o Uktad wspétrzednych walcowych
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Uktad wspétrzednych biegunowych

Uktad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Ukfad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych walcowych

Uktad wspétrzednych walcowych (cylindrycznych) generuja trzy
wektory bazowe: e,, e, i e, (patrz rys. 6), gdzie p — promien
cylindra na ktérym lezy nasz punkt, ¢ — kat miedzy osia Ox; a
rzutem wektora wodzacego r na pfaszczyzne xixa2, z — wysokos¢ x3
nad ptaszczyzna x3xp. Wraz z ruchem punktu, na ktéry wskazuje
wektor wodzacy r, wektory bazowe e,, e, i e, zmieniajg swa
orientacje.
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Ukfad wspétrzednych biegunowych

Ukfad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Uktad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych walcowych

X1

Rys. 6: Uktad wspétrzednych walcowych
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Uktad wspétrzednych biegunowych

Uktad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Ukfad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych walcowych

Z rys. 6 wida¢, ze wektor r ma dwie sktadowe: jedna jest
réwnolegta do wektora e,, a druga do wektora e,. Tak wiec

r(t)y=pe,+ze;. (31)

skad fatwo juz obliczymy predkosé

d . o
v(t):d—;:pep—i—pep—l—zez. (32)
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Ukfad wspétrzednych biegunowych

Ukfad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Uktad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych walcowych

Aby znalez¢ te predkos¢, musimy wyrazi¢ wersor e, przez ey i ey —
niezmienne w czasie wersory nieruchomego ukfadu wspétrzednych.
Z rys. 6 wynika, ze
e, =e1 cosp+ ez sing, (33)
oraz ze
e, =—ey siny + e cosyp. (34)
Poniewaz
e, =—erpsinpt+epcosp=ye,, (35)
oraz
€, =—€1PCcosp—erpsing =—pe,, (36)
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Uktad wspétrzednych biegunowych

Uktad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Ukfad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych walcowych

wiec ostatecznie wektor predkosci ma trzy sktadowe
v(t)=pe,+ppe,+ze,, (37)

a jego dtugos¢ wynosi

V()] = \/(3)2 + (p9)? + (22 (38)
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Ukfad wspétrzednych biegunowych

Ukfad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Uktad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych walcowych

Postepujac analogicznie tatwo znajdujemy wektor przyspieszenia

dv

=pe,tpe,t+ppe,+ppe,+ppe,+ppé,+ze;

=(p—p(@)?) e+ (209 +pp)e,+ ez,
(39)

oraz jego wartos¢

a(t) = (5~ p(D22 + (26 +pP2+22.  (40)
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Ukfad wspétrzednych biegunowych

Ukfad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Uktad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych walcowych

Przyktad

Przypatrzmy sie, jak wyglada modelowanie ruchu jednostajnego po
okregu we wspétrzednych cylindrycznych. Jesli ruch odbywa sie po
okregu, to wtedy z = const. (jesli z # const., to ruch odbywa sie
po elipsie lub po spirali). Mozemy potozy¢ $miato

z=0.

Ruch po okregu oznacza réwniez, ze promien nie ulega zmianie,
wiec mamy oczywiscie

p = R = const.
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Ukfad wspétrzednych biegunowych

Ukfad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Uktad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspotrzednych walcowych

Przyktad c.d.

Ruch jednostajny to taki, ze odbywa sie ze stata predkoscia liniowa,
czyli
@ = wt = const.

gdzie w — niezmienna (stata) predkos¢ katowa. Wymienione warunki
wstawione do réwnan (31), (37) i (39) daja w rezultacie
r(t)=Re,,
v(t) =wRe, (41)
a(t) = —w’Re,,

czyli doktadnie opis ruchu jednostajnego po okregu. Réwnania (31),
(37) i (39) przeszty test pozytywnie.
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Uktad wspétrzednych biegunowych

Uktad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Uktad wspétrzednych sferycznych

Spis tresci

© Uktady wspotrzednych

o Uktad wspétrzednych sferycznych
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Ukfad wspétrzednych biegunowych

Ukfad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Uktad wspétrzednych sferycznych

ad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspétrzednych sferycznych réwniez jest bardzo pozyteczny. Definiuja go trzy
wersory: e,, e, i eg (patrz rys. 7).

€3

X1

Rys. 7: Uktad wspétrzednych sferycznych
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Ukfad wspétrzednych biegunowych

Ukfad wspétrzednych normalnych
Ukfady wspétrzednych Ukfad wspétrzednych walcowych

Uktad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspétrzednych sferycznych

Zwiazek tych nowych wersoréw z wersorami nieruchomego
kartezjanskiego uktadu wspétrzednych jest nastepujacy:

e, =sinf(cosp e +sinpey) + cosh es,
e, =—sinpe; +cospey, (42)
ey =cosf(cospe; +sinpey) —sinfes.

Wektor wodzacy r(t) opisywanego punktu we wspétrzednych
sferycznych opisuje sie wzorem

r(t)y=re,. (43)
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Uktad wspétrzednych biegunowych

Uktad wspétrzednych normalnych
Uktady wspétrzednych Uktad wspétrzednych walcowych

Uktad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspétrzednych sferycznych

Wykorzystujac praktyke zdobyta przy okreslaniu predkosci i przyspieszenia we
wspétrzednych walcowych tatwo stwierdzimy, ze we wspé6trzednych sferycznych

v(t):%:i’er—i—re'r, (44)
&, =0 cosf(cos p e + sin @ e3) + sin O(—¢ sin p e1 + ¢ cos p e2)
—fsinfes :éeg + ¢ sinfey,,
é<,,:—gf'acosapel—gbsingoez:—gb-sineer—gbcoséeg, (45)
€9 =— 6 sinf(cosper +sinper) — 0 cosh ez
+ cosf(—p sinp ey + ¢ cosp ez)

:—O'e,—&—a;':cosé?eq,,
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Ukfad wspétrzednych normalnych
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Uktad wspétrzednych sferycznych

Uktad wspétrzednych sferycznych

v(t)=re, +r(leg+¢sinfe,)=ie +r¢sinfe, +rleg,
(46)

d .
a(t) = d—‘t/ =re.+ré +rypbcosbe,+rgsinde,

+rosinfe,+ro sin9e¢+'r9'e9+r6'5eg+r0'ég.

(47)

Wyrazenie (47) mozna jeszcze dalej przeksztatci¢ i wyrazi¢ je we
wspotrzednych e,, e, i ey korzystajac ze wzoréw (42) i (45).
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Predkosé
Punkty charakterystyczne tréjmianu kwadratowego

. ¢ P A .
Kinematyka punktu materialnego rzyspieszenie

Kinematyka punktu materialnego

W fizyce, podobnie jak w matematyce, bardzo czesto postugujemy
sie idealizacjami, czyli pewnymi obiektami lub sytuacjami, ktére w
rzeczywistosci nie wystepuja. Wyidealizowany obiekt oddaje
nieocenione ustugi, gdyz pozwala skupi¢ sie na pewnych
charakterystycznych zachowaniach i pozwala uwypukli¢ okreslone
cechy w stanie ,,czystym” bez zbednych lub pomijalnych w danych
okolicznosciach szczegétow.
Takim wyidealizowanym obiektem w powyzszym sensie jest punkt
materialny. Jest to przejety z matematyki 0-wymiarowy punkt
geometryczny obdarzony przez fizykéw atrybutem zwanym masa.
Masa w fizyce przejawia sie na dwa sposoby:

@ jako masa bezwtadna,

@ jako masa ciezka.
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Punkty charakterystyczne tréjmianu kwadratowego

. ¢ P A .
Kinematyka punktu materialnego rzyspieszenie

Kinematyka punktu materialnego

Masa bezwtadna, bedaca miara bezwtadnosci ciata, okresla jakiej sity nalezy uzy¢, aby
nadac ciatu okreslona predkosc¢: na ciato o wigkszej masie bezwtadnej musi dziata¢
wieksza sita. Masa ciezka, z kolei, przejawia sie w zjawiskach grawitacyjnych w wyniku
przyciagania sie ciat materialnych. Nie jest wcale oczywiste, czy te dwie masy s3 sobie
réwne czy nie. Z poréwnania wzoréw na site wynikajaca z |l zasady dynamiki Newtona
i z prawa powszechnego cigzenia mozemy tylko stwierdzi¢, ze te masy s3 do siebie
proporcjonalne. Ich réwnos¢ mozna wiec udowodni¢ tylko na drodze doswiadczalne;j.
Eksperyment mogacy rozstrzygnaé ten problem zaplanowat Newton. Wykorzystat on
mianowicie fakt, ze dla matych katéw wychylenia okres wahadfa prostego T wynosi

T= 27r\/ my | (48)

)
mg g

gdzie mp — masa bezwtadna, mg — masa cigzka, / — dtugoé¢ wahadta, g —
przyspieszenie ziemskie. Pomiary przeprowadzit dla réznych substancji i stwierdzit, ze
okres wahadfa nie ulegat zmianie, skad wynika, ze m,/mg = 1, a wiec masy te s3
sobie réwne.
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Punkty charakterystyczne tréjmianu kwadratowego

. ¢ P A .
Kinematyka punktu materialnego rzyspieszenie

Kinematyka punktu materialnego

Duzo bardziej precyzyjne doswiadczenia, niz mogt to zrobi¢
Newton, w latach 1889-1908 wykonat Roland E&tvds i wykazat, ze
w granicach btedu doswiadczalnego rzedu 5 - 10~° obie te masy,
bezwtadna i ciezka, sa sobie réwne. Doktadnos¢ pomiaréw Edtvosa
w roku 1964 zwiekszyt kilkaset razy R.H. Dicke, ale koncowy wynik
byt taki sam — masy s3 sobie réwne. Badanie przyczyn réwnosci
tych mas doprowadzito do gtebszego zrozumienia istoty grawitacji i
do powstania ogélnej teorii wzglednosci Einsteina.
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. ¢ P A .
Kinematyka punktu materialnego rzyspieszenie

Kinematyka punktu materialnego

Slad, jaki zakresla w przestrzeni punkt materialny w trakcie swego ruchu,
nazywamy trajektoria punktu materialnego. Jak ta trajektoria wyglada,
zalezy od wyboru uktadu odniesienia. W podrecznikach fizyki przytacza
sie kilka, juz klasycznych, przyktadéw takiej zaleznosci. Przypomnijmy tu
tylko dwa z nich.

© Punkt materialny upuszczony swobodnie w pojezdzie poruszajacym
sie ze stata predkoscia w uktadzie odniesienia zwigzanym z
pojazdem zakresli trajektorie prostoliniowa skierowana pionowo w
dét, natomiast w nieruchomym uktadzie odniesienia zwigzanym z
terenem, po ktérym ten pojazd sie przemieszcza, trajektoria bedzie
miafa ksztatt paraboli.

@ Punkt materialny umieszczony na koncu $migta lecacego samolotu
w ukfadzie odniesienia zwigzanym z samolotem bedzie sie
przemieszczat po okregu, natomiast w nieruchomym uktadzie
odniesienia zwigzanym z ziemia bedzie to helisa (krzywa spiralna).
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. ¢ P A .
Kinematyka punktu materialnego rzyspieszenie

Kinematyka punktu materialnego

Tak wiec, trajektoria jest pojeciem wzglednym. Nie mozna méwi¢ o
trajektorii w ogéle, natomiast mozna méwi¢ o trajektorii w
okreslonym uktadzie odniesienia. Zwracamy na ten fakt szczegélng
uwage, by nie zapomnie¢ o nim w trakcie budowy modeli
komputerowych zjawisk fizycznych.
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@ Kinematyka punktu materialnego
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Punkty charakterystyczne tréjmianu kwadratowego

. ¢ P A .
Kinematyka punktu materialnego rzyspieszenie

Kinematyka punktu materialnego

Predkos¢

Kinematyka zajmuje sie badaniem ruchu ciat bez zwracania uwagi
na przyczyny, ktére ten ruch wywotaty. Potozenie ciata w kazde;j
chwili t, na przykfad punktu materialnego lub obiektu rozlegtego,
opisane jest funkcja ruchu

x = x(t). (49)

Na posta¢ funkcji x nie naktadamy tu zadnych ograniczen oprécz jednego: funkcja ta
musi by¢ ciggta. Z punktu widzenia fizyki oznacza to, ze ciato nie moze znikngé w
jednym miejscu i w nastepnej chwili pojawié sie w innym. Tak wiec, chwilowo
zaprzeczamy istnieniu teleportacji?.

W literaturze naukowej pojawity sie juz pierwsze doniesienia o
eksperymentalnym potwierdzeniu teleportacji na poziomie zjawisk kwantowych.
Tu zajmujemy sie makroswiatem.
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Kinematyka punktu materialnego

Predkos¢

Funkcja x moze mie¢ posta¢ bardzo prosta. Moze to by¢ na przyktad funkcja liniowa

x=At+B. (50)

xT

Xop-----

Ax
X1

1
'
1
'
'
'

g '

U '

'

! '

0 '

g '

' s

v

t At tr t

Rys. 8: Liniowa funkcja ruchu
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Kinematyka punktu materialnego

Predkos¢

Rysunek 8 przedstawia ruch jednowymiarowy na ptaszczyznie. W
przypadku ruchu w 3D, jak to sugeruje réwnanie (50), mamy do
czynienia z trzema katami kierunkowymi o, i = 1,2, 3, dla kazdej
osi osobno. Kat o okresla tempo w jakim zmienia sie przebyta
droga: im a wieksze, tym trzeba mniej czasu At =t — t; by
przeby¢ okreslong droge Ax = s = xp — x1 = x(t2) — x(t1). Z
rys. 8 widaé, ze

= —tga. 1
Ap -~ 8@ (51)

Wielkos¢ te nazywamy predkoscia i oznaczamy literg v = |v|

_E_Atg—i-B—Atl—B
At th—t
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Predkosé
Punkty charakterystyczne tréjmianu kwadratowego
Przyspieszenie

Kinematyka punktu materialnego

Kinematyka punktu materialnego

Predkos¢

W przypadku ruchu opisanego réwnaniem (50), v jest state dla
wszystkich przedziatéw At i dla wszystkich chwil t, a wiec nie
zalezy od t. Ruch dany takim réwnaniem nazywamy ruchem
Jjednostajnym i opisujemy w podrecznikach fizyki réwnaniem

S=vt+s,, (53)

gdzie s, — droga poczatkowa w chwili t = t, = 0.
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Przyspieszenie

Kinematyka punktu materialnego

Kinematyka punktu materialnego

Predkos¢

W kolejce do opisu ruchu funkcjami bardziej skomplikowanymi stoja funkcje nieliniowe.
Tu mamy do dyspozycji przeogromne mozliwosci. Najprostszymi funkcjami
nieliniowymi sa funkcje wielomianowe, a z nich najprostszg jest tréjmian kwadratowy

x(t)=At>?+Bt+C. (54)

Rys. 9: Kwadratowa funkcja ruchu
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Tréjmian kwadratowy

@ punkty przeciecia krzywej z osig 0t
-B-VA -B+VA
0 0 2
P="""Y2 LTV A=B2_4AC
! 24 7 2 24 ’
(55)
@ punkt przeciecia krzywej z osig 0x
t=0, x=C, (56)
@ punkt ekstremalny
_ B2
text = ﬂ? Xext = X(text) = _ﬂ +C. (57)
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Predkos¢

Jesli zechcemy przy obliczaniu predkosci postapi¢ podobnie jak dla
ruchu jednostajnego, to napotkamy na pewna niewielka trudnosg,
ale pokonanie jej pozwoli lepiej zrozumie¢ czym jest predkosc.
Rzeczywiscie,

Ax x(t2) — x(t1)

— = =A(tr+t B
At th—t (t2+4)+B, (58)

gdzie B mozemy interpretowa¢ jako predkos¢ poczatkowa. Nie

bardzo wiadomo, co wzér (58) znaczy, jesli nie Sledzilismy jego
wyprowadzenia. Z definicji jest to predkos¢ srednia w przedziale
czasu [t1, to] dla funkgji ruchu okreslonej wzorem (54).
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A co trzeba zrobi¢, jesli chcemy znaé predkosé chwilowa w dowolnej chwili t?
Oczywiscie, nalezy przej$¢ do granicy z to — t;. Wtedy At — 0, i

v(t) =2At+ B. (59)
Ten sam wynik otrzymamy duzo szybciej, jesli skorzystamy z rachunku rézniczkowego.
Wtedy
d
v(t):d—)::2At+B. (60)

Ze wzoru (60) wynika, ze w ruchu opisywanym réwnaniem (54) predkos¢ zalezy od
czasu t. Ruchy tego rodzaju nazywamy ruchami zmiennymi. W pierwszym przyktadzie
droga byta liniowa funkcja czasu i ruch ten nazwaliSmy jednostajnym. Tutaj liniowa
funkcja czasu jest predkos¢, wiec ruch ten nazywamy ruchem jednostajnie zmiennym.
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Przyspieszenie

Predkos¢ zmian predkosci nazywamy przyspieszeniem i oznaczamy
litera a(t)
dv(t)
a(t) = . 61
(=2 (61)
Dla ruchu opisanego funkcja ruchu (54) przyspieszenie jest
wielkoscig stata i wynosi

a(t) =2A. (62)

Jest to jeszcze jeden powdd, by ruch ten nazwa¢ ruchem
jednostajnie zmiennym.
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Przyspieszenie

Zauwazmy, ze przyspieszenie, podobnie jak predkos¢, sa wektorami.
Oznacza to, ze moga one ulega¢ zmianie nie tylko wtedy gdy
zmianie ulega ich wartos¢ bezwzgledna, czyli dtugosé¢ odpowiednich
wektoréw, ale réwniez ich kierunek i zwrot. Sytuacje taka
obserwujemy np. w ruchu jednostajnym po okregu, gdy dtugosc¢
wektora predkosci nie ulega zmianie, a zmienia sie tylko kierunek
wektora stycznego do trajektorii.
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Podsumowanie

WoprowadziliSmy nastepujace trzy bardzo wazne pojecia:

© trajektoria, czyli ruch: x = x(t);

Q predkos¢: v = v(t) = d’;(tt);
2
© przyspieszenie: a = a(t) = d‘:/(tt) _ d;tgt)_
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Koniec? :-(

Koniec wykfadu 3 )
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