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Modelowanie

e Cum Deum calculat, fit mundus (G.W. Leibniz)
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@ Everything should be made as simple as possible but not
simpler (A. Einstein)
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e Cum Deum calculat, fit mundus (G.W. Leibniz)
e Computo ergo sum (lekka wariacja z Kartezjusza)

@ Everything should be made as simple as possible but not
simpler (A. Einstein)

Definicje
@ Modelowanie jest: badaniem wtasciwosci modelu samego w
sobie
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Modelowanie

Modelowanie

e Cum Deum calculat, fit mundus (G.W. Leibniz)
e Computo ergo sum (lekka wariacja z Kartezjusza)

@ Everything should be made as simple as possible but not
simpler (A. Einstein)

Definicje
@ Modelowanie jest: badaniem wtasciwosci modelu samego w
sobie

e Symulacja jest: eksperymentowaniem z modelem, majacym
na celu predykcje zachowan dynamicznych oryginatu
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Modelowanie

Czy rzeczywistos¢ jest modelowalna?

Postulat Laplace'a:

Umyst, ktéry by znat sity dziatajace w danej chwili w przyrodzie oraz
wzajemne potozenie wszystkich istotnosci, z ktérych ona sie sktada,
gdyby zdotat uja¢ je i poddac analizie - w jednym wzorze zawartby ruchy
najwiekszych ciat niebieskich i najdrobniejszych atoméw. Nie bytoby dla
niego nic niepewnego i zaréwno przysztos¢, jak i przesztosé swiata bytyby
obecne dla jego oka ...

... Jestesmy tak dalecy od chwili, kiedy poznamy wszystkie sity przyrody i
rézne formy ich oddziatywania, ze nie bytoby godnym filozofa negowanie
pewnych zjawisk jedynie dlatego, ze nie mozna ich objasni¢ przy obecnym
stanie wiedzy. JesteSmy zobowiazani do badania zjawisk tym doktadniej,
im trudniej przychodzi nam uzna¢ je za istniejace.

Pierre Simon Laplace

Essai philosophique sur les probabilities, Paris, 1814
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Modelowanie

Model i jego definicje

@ Representation of something, either as a physical object which is
usually smaller than the real object, or as a simple description of the
object which might be used in calculations.

Cambridge International Dictionary of English (1995)

@ Modelem matematycznym nazywamy uktad réwnan opisujacych
ilosciowo zjawiska obejmowane przez model fizyczny.

@ Model matematyczny to operator przeksztatcajacy dany sygnat
wejsciowy
o X(t) (zmienne wejsciowe), w sygnat wyjsciowy
o Y(t) (zmienne wyjsciowe)
danego obiektu:
Y (t) = H: X(t)

Cezary Szczepaniak, Podstawy modelowania systemu,

Wydawnictwo Naukowe PWN (1999)
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Modelowanie

Model i jego definicje

Model matematyczny jest to zbiér matematycznych relacji, opisujacych
zjawiska fizyczne podlegajace podstawowym prawom fizyki w sposéb
jednoznaczny, spéjny i stabilny.

Andrzej Krawczyk, Podstawy elektromagnetyzmu matematycznego, (2001)

Model jest jednoznaczny, jesli dla jednego zbioru danych wejsciowych
uzyskuje sie jedna i tylko jedna odpowiedz.

Model jest spdjny, jesli wszystkie jego elementy posiadaja te sama
nature.

Model jest stabilny, jesli nie jest czuty na mate zaburzenia wielkosci
wejsciowych badz jego parametréw, czyli mate zmiany
danych wejsciowych powoduja na wyjsciu modelu zmiany
tego samego rzedu.
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Modelowanie

Modelowanie

... jest centralnym elementem naukowego rozumowania.

A. Rosenbluth i N. Wiener

Majac do czynienia z modelowaniem, musimy uwzgledni¢ wiele
czynnikéw, takich jak:

@ Poziom uproszczenia

@ Potrzeby eksperymentu

@ Poprawnos¢ (validity)

@ Przydatnos¢ (tractability)

e Wiarygodnos¢(credibility)

o Cel (aim)
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Modelowanie

Modelowanie

Sktadowe modelu

W pierwszym kroku modelowania musimy zdefiniowa¢ sktadowe
modelu (komponenty), jako elementarne sktadniki modelu (np.
elementy obwodu elektrycznego).

Kazda sktadowa jest opisana poprzez zmienne opisowe, ktére dzielg
sie na:

@ zmienne wejsciowe,

@ zmienne stanu,

@ zmienne wyjsciowe.
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Modelowanie

Modelowanie

Planowanie eksperymentu

Zbior wszystkich zmiennych opisowych pozwala nam zaplanowa¢
eksperyment. Dla tego samego systemu rzeczywistego, mozemy
przeprowadzaé rézne eksperymenty. Na przyktad model obwodu
elektrycznego moze bada¢ prady i napiecia we wszystkich
elementach obwodu. Inny eksperyment moze koncentrowac sie na
temperaturze wszystkich elementéw i/lub na rozktadzie
temperatury w obwodzie. Oczywiste jest wiec, ze rézne
eksperymenty prowadza do réznych modeli i spetniaja rézne
wymagania modelowe. Kazdy eksperyment prowadzi do pewnego
uproszczonego modelu, jak to pokazano na Rys. 1.
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Modelowanie

Swiat i jego modele

—» Model podstawowy |<+—

Model uproszczony 1

Eksperyment 1
Modelowanie /% Model uproszczony 2 %‘ Eksperyment 2 %—

komputerowe
Model uproszczony N | Eksperyment N

Rys. 1: Swiat i jego modele
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Modelowanie

Modelowanie

Model podstawowy

doktadnie odwzorowuje $wiat rzeczywisty. Takie modele na ogét nie
istnieja.

Sformutowanie zadania i ograniczenia techniczne (komputer, na
ktorym wykonujemy program symulacyjny) w sposéb naturalny
ograniczaja liczbe mozliwych modeli uproszczonych. Jesli jest wiece;j
niz jedno uproszczenie spetniajace te kryteria, to musimy
zastosowac inne zasady wyboru, np. koszt modelowania.
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Modelowanie

Swiat i jego modele

Poprawnos¢ modelu (validation)

Walidacja modelu jest jednym z centralnych probleméw modelowania i symulacji. Rozwazmy rzeczywisty
model dynamiczny i jego model. Niech S bedzie operacja modelowania (przejscie od uktadu
rzeczywistego do modelu). Niech x(t) oznacza stan ukfadu w chwili t, y(t) dane wyjsciowe, a f funkcje
przejécia, odwzorowujaca stan x(t) i dane wejéciowe w przedziale czasu [t, t + h] w nowy stan x(t + h).
Te same symbole z indeksem S oznaczaja wielko$ci modelowe. Dany model jest wybrany zasadnie wtedy
i tylko wtedy, gdy ponizszy diagram komutuje:

Input € [t, t+h]

f
N f
x(t) x(t+h)

fs

S S
fs

xs(t) xs(t+h)
8N vs 8\, ys(t+h)
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Modelowanie

Swiat i jego modele

Powyzsza definicja poprawnosci modelu jest trudna w zastosowaniach praktycznych. Bardziej praktyczne
podejscie jest poprawno$¢ wejscia - wyjscia (input-output validity), reprezentowany przez ponizszy
diagram:

Swiat prawdziwy

Rowne Wystarczajaco bliskie?

Model

Rys. 3: Poprawnos¢ modelu
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Modelowanie

Modelowanie

Zauwazmy, ze kazda aproksymacja rzeczywistego ciggtego systemu
przez model z czasem dyskretnym jest niepoprawna.

Przyktad:

W procesie rzeczywistym zaktécenia moga pojawia¢ sie w przedziale
czasu mniejszym od kroku czasowego dyskretyzacji, a wiec nie s3
wychwytywane przez model dyskretny.

Niepoprawnos¢ modelu wynika czesto ze ztych zatozen. Utworzenie
uproszczonego modelu idealizujacego $wiat rzeczywisty moze dac
model niepoprawny fizykalnie.
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Modelowanie

Modelowanie

Przydatnos¢ modelu (tractability)

Jest znanym faktem, ze niektére problemy majace piekny matematycznie
opis nie moga by¢ rozwigzane dostepnymi nam metodami. To samo
dotyczy modeli traktowanych jako zadanie do symulacji komputerowej.
Sa one albo zbyt czasochtonne, albo zbyt kosztowne.

Model lub zadanie symulacyjne sa nieprzydatne, jesli jego ztozonos¢
obliczeniowa wzrasta wyktadniczo wraz z liczba zmiennych opisowych.
Ztozonos¢ obliczeniowa moze by¢ wstepnie zdefiniowana jako minimalny
koszt gwarantujacy uzyskanie odpowiedzi na pytanie (zadanie
symulacyjne) lezacej ponizej wymaganego progu btedu.

Najczesciej cytowanym przyktadem takiego nie dajacego sie rozwiagzaé
problemu, jest zadanie komiwojazera. Inny przykfad to symulacja powrotu
na Ziemie promu kosmicznego (zadanie z dynamiki ptynéw).

Josef F. Traub, Henryk Wozniakowski,

Breaking intractability, Scientific American, January 1994
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Modelowanie

Modelowanie

Wiarygodnos¢ modelu (credibility)

Model jest wiarygodny, jesli uzytkownik wierzy, ze jest poprawny i
uzyteczny. Oznacza to, ze model moze by¢ poprawny, ale nie
wiarygodny. Réwniez model wiarygodny moze by¢ niepoprawny.
Najlepszym sposobem na budowanie modeli wiarygodnych jest
wiaczenie przysztego uzytkownika w proces tworzenia modelu.
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Formalizm Lagrange’a

Przykfady z fizyki Wahadto ptaskie

Formalizm Lagrange’a

Wariacja funkgji

Wariacja funkcji y(x) nazywamy réznice pomiedzy dang funkcja y(x) a
"bliska" jej funkcja y1(x):

dy(x) = y1(x) = y(x). (1)
SF(y,y',x) = 8—(5 +%(5 ! (2)

gdzie
by =22 3)
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Formalizm Lagrange’a

Przykfady z fizyki Wahadto ptaskie

Formalizm Lagrange’a

Pierwsza wariacja funkcjonatu

b
ally] = /6F(y,y’,x)dx. (4)

Zasada Hamiltona

Rys. 4: Poréwnawcze krzywe ruchu
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Formalizm Lagrange’a

Przykfady z fizyki Wahadto ptaskie

Formalizm Lagrange’a

Réwnanie Eulera-Lagrange’a

b
OF d OF
l=0=[J& 297 :
3 =0 /{8y I 8y’} dydx (5)
1 i O%F O%F O%F
2 _ — e 2 / 2
5/ = 2/{8y2 (5 + 25 5073 + 5 (07 }dx. (6)
521 < 0 — maksimum; 62/ > 0 — minimum
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. Formalizm Lagrange’a
Przyktady z fizyki Wahadto ptaskie

Formalizm Lagrange’a

Twierdzenie Noether

Jezeli réwnania ruchu s3 réwnaniami Eulera-Lagrange'a dla
pewnego funkcjonatu / i jezeli ten funkcjonat jest niezmiennikiem
pewnej grupy transformacji, to istnieje pewna liczba praw
zachowania, przy czym wielkosci tych jest doktadnie tyle,
iloparametrowa jest grupa transformacji symetrii funkcjonatu /.

Emma Noether, 1916

Niezmienniczos¢ ze wzgledu na:

@ translacje czasu: prawo zachowania energii Ex + V = const;
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. Formalizm Lagrange’a
Przyktady z fizyki Wahadto ptaskie

Formalizm Lagrange’a

Twierdzenie Noether

Jezeli réwnania ruchu s3 réwnaniami Eulera-Lagrange'a dla
pewnego funkcjonatu / i jezeli ten funkcjonat jest niezmiennikiem
pewnej grupy transformacji, to istnieje pewna liczba praw
zachowania, przy czym wielkosci tych jest doktadnie tyle,
iloparametrowa jest grupa transformacji symetrii funkcjonatu /.

Emma Noether, 1916

Niezmienniczos¢ ze wzgledu na:
@ translacje czasu: prawo zachowania energii Ex + V = const;

@ translacje przestrzenne: prawo zachowania pedu p = const;
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. Formalizm Lagrange’a
Przyktady z fizyki Wahadto ptaskie

Formalizm Lagrange’a

Twierdzenie Noether

Jezeli réwnania ruchu s3 réwnaniami Eulera-Lagrange'a dla
pewnego funkcjonatu / i jezeli ten funkcjonat jest niezmiennikiem
pewnej grupy transformacji, to istnieje pewna liczba praw
zachowania, przy czym wielkosci tych jest doktadnie tyle,
iloparametrowa jest grupa transformacji symetrii funkcjonatu /.

Emma Noether, 1916

Niezmienniczos¢ ze wzgledu na:

@ translacje czasu: prawo zachowania energii Ex + V = const;
@ translacje przestrzenne: prawo zachowania pedu p = const;

@ obroty: prawo zachowania momentu pedu r X p = const.
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Przyktady z fizyki Wahadto ptaskie
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Formalizm Lagrange’a

Przyktady z fizyki Wahadto ptaskie

Wahadto ptaskie

Wahadtem

nazywamy uktad mechaniczny sktadajacy sie z punktu materialnego
umieszczonego w jednorodnym polu grawitacyjnym i poddanego
takim wiezom, ktére zezwalaja na ruch tego punktu materialnego
wokot pewnego punktu materialnego.

Jezeli wiezy natozone na ruch wahadta albo tez dobrane w
szczegblny sposéb warunki poczatkowe powoduja, ze punkt
materialny w czasie swojego ruchu pozostaje stale w jednej
ptaszczyznie pionowej, to wahadto nazywamy ptaskim.
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Formalizm Lagrange’a

Przyktady z fizyki Wahadto ptaskie

Wahadto ptaskie

Rys. 5: Wahadto ptaskie
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Formalizm Lagrange’a

Przyktady z fizyki Wahadto ptaskie

Wahadto ptaskie

Réwnanie Lagrange'a

dy
ms=F,— 7
7 ™
gdzie s — dtugos¢ tuku jako wspétrzedna uogélniona, F, = —mg — y-owa sktadowa
sity ciazenia.
Ruch jest harmoniczny, jesli
5+w?s=0, (8)
czyli
dy w?
—~— = 9
s 9
ktérego catka wynosi
1 2
=Y 2. (10)
2g
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Formalizm Lagrange’a

Przyktady z fizyki Wahadto ptaskie

Wahadto ptaskie

Parametryzacja

Nowa wspétrzedna uogélniona ¢: r = 4R'sin(¢/2) —

y = R(1 — cos ¢) (11)

dx 2 dy 2
gdzie R = 1/4(g/w?); <d5> + (ds> =1; czyli

d 4
d—); =4/1— §s2 = cos(p/2); oraz

x = R(p+sinyp). (12)
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Formalizm Lagrange’a

Przyktady z fizyki Wahadto ptaskie

Wahadto ptaskie

Réwnania (11) i (12) to parametryczne réwnania cykloidy |

Rys. 6: Cykloida
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Formalizm Lagrange’a

Przyktady z fizyki Wahadto ptaskie

Wahadto ptaskie

Rozwiazanie

s = Acoswt + Bsinwt, lub s= Csin(wt+9). (13)

Warunki poczatkowe

vo=S5(t=0)oraz sp =s (t =0)

s = spcoswt + @sinwt, (14)
w
2
s=4/st+ (%) sin [wt + arctg <s‘(j:}>] . (15)
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Formalizm Lagrange’a

Przyktady z fizyki Wahadto ptaskie

Wahadto ptaskie

Ruch jest izochroniczny, czyli okres drgan nie zalezy od amplitudy

(€)

T=—=4x

2T R
w g

(16)

Cykloida jest brachistochrong — czas zsuwania sie jest minimalny. |

Romuald Kotowski Modelowanie proceséw fizycznych



Formalizm Lagrange’a

Przyktady z fizyki Wahadto ptaskie

Wahadto ptaskie

Ruch po okregu
y = R(1 — cosf) (17)

i réwnanie ruchu przyjmuje postac:

RO = —gsinf. (18)
sind ~ 0, i
§+wh=0, w= % (19)

Dla matych wychylen drgania wahadta kolistego sa izochroniczne.
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Formalizm Lagrange’a

Przyktady z fizyki Wahadto ptaskie

Wahadto ptaskie

Dla duzych wychylen rozwiazania réwnania (18) dane sa przez catki
eliptyczne typu

Catka eliptyczna pierwszego rodzaju

Y
_ e
"= | e .
0
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Metoda Eulera

Numeryczne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych liEr y (R sy

Réwnania rézniczkowe

Symulacje komputerowe zjawisk fizycznych bardzo czesto wymagaja
rozwigzywania uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych i
czastkowych. Jesli s3 to uktady réwnan drugiego i wyzszych rzedéw,
nalezy je sprowadzi¢ do uktadéw réwnan rzedu pierwszego.
Oczywiscie, liczba réwnan zwieksza sie. Potrzeba zatem zdefiniowac
wieksza liczbe warunkéw poczatkowo-brzegowych, ale w zamian
mamy do dyspozycji proste algorytmy numerycznego rozwigzywania
takich zagadnien. Ponizej przedstawimy kilka z nich.

Rozwazmy proste réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu

20 = fy(x), ). (21)
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Metoda Eulera

Numeryczne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych liEr y (R sy

Réwnania rézniczkowe

Poszukiwana funkcja y = y(x) jest funkcja tylko jednej zmiennej x,
ale nie ogranicza to naszych rozwazan, gdyz uogoélnienie na wieksza
liczbe zmiennych jest bezposrednie.

L

Y

yixg +hx) pom -

»ixy)

Y

% x, +dx *
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Metoda Eulera

Numeryczne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych liEr y (R sy

Réwnania rézniczkowe

W obliczeniach numerycznych czas jest wielkoscia dyskretng, w
zwiazku z czym réwnanie rézniczkowe (21) musimy zastapic
réwnaniem réznicowym. Korzystajac z definicji pochodnej mamy

dy(t) _ | y(t+AD—y(e) Ay
dt At—0 At At—0 At

=tgo. (22)

tatwo mozna zauwazy¢, ze « jest to kat, jaki styczna do krzywej w
punkcie t tworzy z osig 0t.

Romuald Kotowski Modelowanie proceséw fizycznych



Metoda Eulera
Numeryczne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych liEr y (R sy

Réwnania rézniczkowe

Metoda Eulera toda stycz

L

¥

Vntl

Ya |

in fntl ¢
L

Rys. 8: Interpretacja geometryczna metody Eulera
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Metoda Eulera

Numeryczne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych liEr y (R sy

Réwnania rézniczkowe

Metoda Eulera (metoda stycznych)

Jesli jako warunek poczatkowy potozymy y(ty = 0) = yp, to
mozemy indeksowa¢ kolejne wartosci funkgji y(t,) indeksem n,
ktéry numeruje nam teraz kolejne kroki czasowe t, = ty + n At.
Mamy wiec w pierwszym przyblizeniu

Ynt1=Yn+h f()’n(tn))a Yo = }/(0)7 n=>0, (23)

gdzie potozylismy h = At. Réwnanie (23) jest definicja metody
Eulera rozwigzywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzedu.
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Metoda Eulera

Numeryczne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych liEr y (R sy

Réwnania rézniczkowe

Metoda Eulera (metoda stycznych)

Rozwinmy funkcje y(t) w szereg Taylora.

(n)
. h2+...+%h”+... (24)

y(t+h)=y(t)+y'(t) h+

Wida¢, ze metoda Eulera jest obcieciem rozwiniecia Taylora juz po
pierwszej pochodnej czyli: y(t + h) = ynt1, y(t) = yn, a

y'(t) h = f(y(t)) h. Obciecie rozwiazania wzgledem h w pierwszej
potedze oznacza, ze metoda Eulera ma doktadnos¢ pierwszego
rzedu wzgledem rozwiniecia w szereg Taylora, a to oznacza, ze btad
obciecia wynosi O(h?). Na zakonczenie wprowadzmy jeszcze jedno
oznaczenie: k; = y'(tp) = f(y(to)). Bedzie nam ono potrzebne
pozniej. W tej notacji schemat Eulera dla zerowego kroku ma
postac
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Réwnania rézniczkowe

Metoda Eulera (metoda stycz )

y(to + h) = y(to) + ki h, (25)

a dla dowolnego kroku k; = y/(t) = f(y(t)), czyli
y(t+h)=y(t)+ ki h, (26)

Jakos¢ otrzymanego rozwigzania numerycznego zalezy od wielkosci
kroku h — im jest on blizszy zeru, tym rozwiazanie jest bardziej
doktadne.
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Metoda MidPoint

Metoda MidPoint (metoda punktu srodkowego) jest
udoskonaleniem metody Eulera. Za jej pomoca dla tej samej
wartosci h = At mozemy otrzymac lepsze przyblizenie wartosci
rozwiazania. W metodzie MidPoint otrzymuje sie w kolejnym kroku
iteracyjnym wartos¢ poszukiwanej funkcji nie dla t,, ale w punkcie
tn + h/2, lezacym posrodku pomiedzy wartoscia t,, w ktérym to
punkcie wartos¢ funkcji y(t) jest znana, a punktem t,1, w ktérym
tej wartosci poszukujemy. Metoda ta jest zaliczana do metod
Rungego-Kutty (jest to metoda Rungego-Kutty drugiego rzedu, co
za chwile wykazemy).
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Metoda MidPoint

Metoda MidPoint bazuje na metodzie Eulera, wykorzystujac
réwniez rozwiniecie w szereg Taylora (24). Mamy zatem
t+h)—y(t

y'(t+h/2) ~ y(_'—f),y()’ (27)
czyli

y(t+h) = y(t)+hy'(t+h/2), (28)
skad wynika, ze

y(t+h)~y(t)+ hf(y(t+ h/2)). (29)
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Metoda MidPoint
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LidPoint
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Rys. 9: Interpretacja geometryczna metody MidPoint
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Metoda MidPoint

Nie mozemy w obliczeniach skorzystaé bezposrednio ze wzoru (29), poniewaz nie
znamy wartosci funkeji y w punkcie t + h/2. Rozwiazaniem tej trudnosci jest
skorzystanie ze wzoru (24) w punkcie t + h/2

y(t+h/2) my(t) +y'(t) - h/2=y(t) + f(y(t)) - h/2. (30)
Wstawiajac wzér (30) do (29) otrzymujemy

y(t+h) = y(t) + hf(y(t) + f(y(t) - h/2), (31)

co w jezyku iteracyjnym przyjmuje postac

Ynt1 = yYn+ hf(yn+f(yn) h/2), n>1. (32)
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Metoda MidPoint

Ogodlnie, schemat dziatania metody MidPoint mozemy zapisa¢
nastepujaco:

ki = f(yn(tn))
ko = f(yn(tn) + f(yn(tn)) - h/2), (33)
Yn+1=Yn+ ko - h+ O(hs) o
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Réwnania rézniczkowe

Metoda MidPoint
Innym mozliwym podejsciem jest przyblizenie charakteru zmiany
funkcji przez usredniony kat stycznych ki i ko, a wtedy

ki + ko

2 h. (34)

Yn+1 = Yn +

Jak za chwile zobaczymy, jest to metoda Rungego-Kutty 2-go
rzedu.
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Metody Rungego-Kutty

¥ b
Wynik Eulera
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Wnik MidPoint
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I} h
by = Firs +Ek1xfx +E)
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12 w2
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i = tuti - by

Rys. 10: Interpretacja geometryczna metody Rungego-Kutty RK4

v
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Metody Rungego-Kutty

Przy wyborze kroku catkowania h nalezy bra¢ pod uwage stabilnos¢
i doktadnos¢ rozwiazania, przy czym nalezy mie¢ na uwadze, ze

@ metody Rungego-Kutty nie s3 metodami stabilnymi, wiec h
powinno podlega¢ ograniczeniom zapewniajagcym pewna
stabilnos¢;

o doktadnos¢ otrzymanego wyniku zalezy od btedu metody i
btedéw zaokraglen; zaokraglenia s3 na ogét mato istotne, wiec
btad metody jest gtéwnym sktadnikiem btedu catkowitego.

Na ogét stosuje sie metode Rungego-Kutty rzedu czwartego (RK4),
ktéra daje rozwigzania z wystarczajaca dokfadnoscia dla zagadnien,
w ktérych interesuje nas tylko jakosé efektu. W kolejnych
wyktadach zademonstrujemy jej dziatanie.
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Metody Rungego-Kutty

Zasada postepowania jest nastepujaca. Na podstawie wartosci pochodnej w punkcie

x + h (a te znamy, bo mozemy obliczy¢ tangens kata nachylenia stycznej do osi 0t)
wyznaczamy przyblizong warto$¢ pochodnej w punkcie. Nastepnie, wyznaczymy
ponownie przyblizong warto$¢ pochodnej w punkcie x + h, ale tym razem bazujac na
wyznaczonej w poprzednim kroku wartosci pochodnej. Schematycznie mozemy zapisaé

to tak:
ki = f(yn(tn)),
k2 = f(yn(tn) + k1 - h/2),
ks = f(yn(tn) + k2 - h/2), (35)
ka = f(yn(tn) + ks - h),
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Metody Rungego-Kutty

Przyjmujac, ze najlepiej charakter zmiany funkcji oddaja styczne ky
oraz kp, usrednimy kat nachylenia stycznej najlepiej przyblizajacej
charakter zmiany funkgji liczac $rednia wazona

ki + 2ko + 2kz + kg

: , (36)

i wtedy schemat metody RK4 mozemy zapisaé nastepujaco:
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Metody Rungego-Kutty

ki + 2ko + 2k3 + k
Y+l = Yn + 3 “h. (37)
Po odpowiednim uogélnieniu wzér iteracyjny dla metody Rungego-Kutty rzedu s ma
postacé
s
Ynt1=yn+ Y wiki, (38)
i=1
gdziedlai=1
ki = hf(yn(tn))
adlai>1
i—1
ki = hf(yn+ Z bijkj) s
j=1
gdzie w;, a;, bj; — state. Wartosci tych statych na ogét dobiera sie eksperymentalnie w
celu zapewnienia stabilnosci rozwiazania.
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Koniec?

Koniec wyktadu 2 )
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