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Twierdzenie Bayesa

Twierdzenie Bayesa

Prawdopodobiefistwo warunkowe

Jesli P(B) > 0 to prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A,
pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B definiujemy jako:

P(AN B)

P(AIB) = ~ 5155

(1)

Jesli zdarzenia A;, Ay, ... tworza podziat przestrzeni Q przez
P(A;) > 0 dla dowolnego i = 1,2,. .., to dla dowolnego zdarzenia
B zachodzi

Z P(A;) P(B|A) (2)

Jest to prawdopodobienstwo catkowite zajscia zdarzenia B.
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Twierdzenie Bayesa

Twierdzenie Bayesa

Prawdopodobienstwo warunkowe - przyktad

Mamy trzy urny. W pierwszej znajduja sie 2 biate i 1 czarna kula, w
drugiej 3 biate i 1 czarna, w trzeciej 2 biate i 2 czarne. Z losowo
wybranej urny losowo wybieramy kule. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze bedzie to kula biata jesli
prawdopodobienstwo wyboru kazdej z urn wynosi 1/27
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Twierdzenie Bayesa

Twierdzenie Bayesa

Prawdopodobienstwo warunkowe - przykfad

Rozwiazanie
Oznaczmy przez:

@ A; - wybrana kula pochodzi z i-tej urny,
@ B - wybrana kula jest biata.

Poniewaz s3 spetnione zatozenia o prawdopodobienstwie catkowitym
(P(A;) > 0), wiec mozemy je zastosowac do obliczenia P(B).

P(A1) = P(Ay) = P(As) = %

PBIA) =, P(BIA)=3, P(BIA)=5, ()

4 )
23
36

P(B)
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Twierdzenie Bayesa

Twierdzenie Bayesa

Jesli zdarzenia A1, Ay, ... tworza podziat przestrzeni Q i P(A;) > 0,
i=1,2,..., dla dowolnego to dla zdarzenia B takiego, ze P(B)>0,
to dla kazdego i

P(Ai)P(B|A)) (@)
; P(Aj) P(B|A;))

P(Ai|B) =

Jest to wzér na prawdopodobienstwo & posteriori, gdyz dotyczy
prawdopodobienstwa zajscia zdarzenia A; po zajsciu zdarzenia B.
Prawdopodobienstwa A; nosza nazwe prawdopodobienstw & priori
lub prawdopodobiernistw subiektywnych.
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Twierdzenie Bayesa - przyktad

Zaréwki sa produkowane w 3 fabrykach. Z fabryki pierwszej
pochodzi 25% produkgji, z fabryki drugiej 35% produkgji a z
trzeciej 40%.
Produkcja wadliwa wynosi odpowiednio:

o dla fabryki | 5%

o dla fabryki Il 4%

o dla fabryki Il 2%

Wybrana zaréwka okazata sie wadliwa - jakie jest
prawdopodobiefistwo, ze pochodzi ona z fabryki pierwszej?
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Twierdzenie Bayesa - przyktad

Rozwiazanie
Oznaczenia:

@ A; - wybrana zaréwka pochodzi z fabryki |
@ A, - wybrana zaréwka pochodzi z fabryki I
@ As - wybrana zaréwka pochodzi z fabryki IlI
@ B - wybrana zaréwka jest wadliwa

Szukamy P(A;|B).
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Twierdzenie Bayesa - przykfad

Rozwiazanie c.d.

Mamy: P(A1) =0.25; P(A2) =0.35; P(A3)=0.40;
P(B|A;) =0.05; P(B|Az) =0.04; P(B|A3)=0.02;
czyli ostatecznie

0.25-0.05

(0.25 - 0.05) + (0.35 - 0.04) + 0.40 - 0.02)
~0.0125
~0.0345

P(A1|B) =

= 0.362318841
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Twierdzenie Bayesa

Teoria decyzji

W teorii decyzji Aj, Az, ... oznaczaja stany natury a P(A;) jest
rozktadem & priori tych stanéw (jesli natura jest losowa), a P(BJA;)
jest wiarygodnoscia wyniku B dla stanéw A; (B oznacza, ze wynik
doswiadczenia wynosi B).

Prawdopodobienstwa P(A;|B) oznaczaja zatem rozktad 4 posteriori
stanéw natury po przeprowadzeniu doswiadczenia o wyniku B.
Podejscie (produkt) Bayesa w teorii decyzji przyjmuje, ze P(A;) sa
zawsze znane i podsumowuja nasza wiedze i/lub intuicje o badanej
rzeczywistosci. Liczby te stanowia wagi w funkcji Sredniej
uzytecznosci, ktéra maksymalizuje tzw. wariant Bayesowski.
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Twierdzenie Bayesa

Twierdzenie Bayesa

Teoria decyzji

Zauwazmy, ze podejscie to nie zaktada losowosci natury. Jesli
natomiast zatozymy, ze natura jest losowa to tworza one rozktad &
priori jej stanéw. Jesli ponadto mamy mozliwos$¢ przeprowadzenia
doswiadczenia o wyniku B to rozktad ten mozemy uscisli¢
korzystajac ze wzoru Bayesa.

Twierdzenie Bayesa mozna uogdlnié na sytuacje, gdy zamiast
jednego zdarzenia B mamy ukfad zdarzen B, Bs, ... réwniez
tworzacy podziat przestrzeni Q taki, ze P(Bx) >0, k =1,2,....
Woéweczas dla kazdego i i k zachodzi:

P(Ai)P(Bk|Ai) ,

Z P(Aj) P(BklA))

J:
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Twierdzenie Bayesa

Niezalezno$¢ zdarzen

Jezeli prawdopodobiefistwo zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto
zdarzenie B jest r6zne od prawdopodobienstwa bezwarunkowego
zdarzenia A to znaczy, ze zajscie zdarzenia B dostarcza pewnej
informacji o zdarzeniu A, czyli zdarzenia A i B sa zalezne.

Jezeli natomiast P(A|B) = P(A) to zdarzenia A i B s3 niezalezne.
Zauwazmy, ze zachodzi to wéwczas gdy P(AU B) = P(A) - P(B)
(co wynika z wzoru). Wéwczas takze

P(AU B)

PBIA) = 57

= P(B)
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Twierdzenie Bayesa

Niezaleznos¢ zdarzen
Definicja
Zdarzenia A i B sa niezalezne jesli P(AU B) = P(A) - P(B).
Ponizsze zdania s3 prawdziwe:
@ dowolne zdarzenie A i zdarzenie pewne s3 niezalezne
@ dowolne zdarzenie A i zdarzenie niemozliwe s3 niezalezne
@ zdarzenie pewne i niemozliwe s3 niezalezne
@ jezeli zdarzenia A i B s3 niezalezne, to A i B’ s3 tez niezalezne

Pojecie niezaleznosci zdarzen tatwo uogélnia sie na wiekszg ich
liczbe.
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Naiwny klasyfikator bayesowski

Naiwny klasyfikator bayesowski jest prostym probabilistycznym
klasyfikatorem. Naiwne klasyfikatory bayesowskie sa oparte na
zatozeniu o wzajemnej niezaleznosci predyktoréw (zmiennych
niezaleznych). Czesto nie maja one zadnego zwiazku z
rzeczywistoscia i wtasnie z tego powodu nazywamy je naiwnymi.
Bardziej opisowe moze by¢ okreslenie - ,,model cech niezaleznych”.
Model prawdopodobienstwa mozna wyprowadzi¢ korzystajac z
twierdzenia Bayesa.
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Naiwny klasyfikator bayesowski

W zaleznosci od rodzaju doktadnosci modelu prawdopodobienstwa,
naiwne klasyfikatory bayesowskie mozna ,uczy¢" bardzo skutecznie
w trybie uczenia z nadzorem. W wielu praktycznych aplikacjach,
estymacja parametru dla naiwnych modeli Bayesa uzywa metody
maksymalnego prawdopodobienstwa (maximal likelihood) &
posteriori. Inaczej méwigc, moze pracowac z naiwnym modelem
Bayesa bez wierzenia w twierdzenie Bayesa albo uzywania jakichs
metod Bayesa.

Pomimo ich naiwnego projektowania i bardzo uproszczonych
zatozen, naiwne klasyfikatory Bayesa czesto pracuja duzo lepiej w
wielu rzeczywistych sytuacjach niz mozna byto tego oczekiwac.
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Naiwny klasyfikator bayesowski

Model prawdopodobiefstwa dla klasyfikatora jest modelem
warunkowym P(C|F1, Fa, ..., Fp) przez zmienng zalezng klasy C z
niewielu rezultatéw albo ,klas”, zaleznych od kilku opisujacych
zmiennych Fi, ..., F,. Problem pojawia sie, gdy liczba cech n jest
duza lub gdy cecha moze przyjmowaé duza liczbe wartosci. Wtedy
opieranie sie na modelu tablic prawdopodobienstw jest
niewykonalne. Dlatego tez inaczej formutujemy taki model, by byt
bardziej przystepny.

Korzystajac z twierdzenia Bayesa piszemy:

P(C)P(F1,...,Fn|C

W praktyce interesuje nas tylko licznik utamka, bo mianownik nie
zalezy od C i wartosci cechy F; sa dane. Mianownik jest wiec staty.
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Naiwny klasyfikator bayesowski

Licznik utamka jest réwnowazny facznemu prawdopodobienstwu
P(C,Fi,...,F,), ktéry mozna zapisa¢, wykorzystujac
prawdopodobienstwo warunkowe

P(C,Fl,...,Fn):

= P(C)P(Fy,...,Fs|C)

= P(C)P(F1|C)P(F2,...,Fa|C, F1)

= P(C)P(F1|C)P(F2|C, F1)P(F3, ..., F4|C, F1, F2)
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Naiwny klasyfikator bayesowski

Naiwny klasyfikator bayesowski

Wtaczamy teraz ,,naiwng” warunkowa zalezno$¢. Zaktadamy, ze
kazda cecha F; jest warunkowo niezalezna od kazdej innej cechy F;
dla i # j, co oznacza, ze

P(FilC, F}) = P(Fi|C)

wiec model mozna wyrazi¢ jako

P(C,F,...,F,) = P(C)ﬁP(F,-[C)
i=1
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Naiwny klasyfikator bayesowski

Naiwny klasyfikator bayesowski

Naiwny klasyfikator bayesowski ma wiele wtasnosci, ktére okazuja
sie zaskakujaco przydatne w praktyce, pomimo faktu, ze niezalezne
zatozenia czesto s3 naruszone. Jak wszystkie probabilistyczne
klasyfikatory, wykorzystujace reguta decyzyjng MAP, klasyfikacja
jest tak dtugo poprawna, jak dfugo poprawna klasa jest bardziej
prawdopodobna od innych (prawdopodobienstwa poszczegélnych
klas nie musza by¢ oceniane zbyt doktfadnie). Inaczej méwiac,
klasyfikator jest wystarczajaco mocny, by zignorowaé powazne
niedociggniecia naiwnego probabilistycznego modelu.
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Naiwny klasyfikator bayesowski

Przyktad: klasyfikacja dokumentu

Rozwazymy klasyfikacje poczty email pod wzgledem zawartosci i
bedziemy oceniaé, czy poszczegélne wiadomosci sa chciang poczta
czy tez spamem. Wyobrazmy sobie, ze dokumenty s3 przypisane do
pewnej liczby klas dokumentéw, ktére moga byé modelowane jako
komplety stéw, gdzie (niezalezne) prawdopodobienstwo, ze i-te
stowo danego dokumentu zdarza sie w dokumencie klasy C
zapisujemy, jako

P(wi|C)
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Naiwny klasyfikator bayesowski

Naiwny klasyfikator bayesowski

Przyktad: klasyfikacja dokumentu

Zaktadamy, ze prawdopodobienstwo wystapienia stowa w
dokumencie jest niezalezne od dtugosci dokumentu lub tez, ze
wszystkie dokumenty maja te sama dtugos¢. W tym przypadku
prawdopodobienstwo danego dokumentu D do klasy C wynosi

P(D|C) = HP w;|C)
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Naiwny klasyfikator bayesowski

Naiwny klasyfikator bayesowski

Przyktad: klasyfikacja dokumentu

Pytanie, na jakie chcemy odpowiedzie¢ brzmi:

jakie jest prawdopodobienstwo, ze dany dokument D nalezy do
danej klasy C?

Korzystajac z definicji

P(D|C) = P(If(g)c) i P(C|D) = P(If(g)c)
dostajemy
P(CID) = 5 PIOIC) 6)
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Naiwny klasyfikator bayesowski

Przyktad: klasyfikacja dokumentu

Przyjmijmy zatozenie, ze s3 tylko dwie klasy: S i =S (w naszym
przyktadzie: spam i nie-spam). Mamy:

P(D|S) = HP w;|S) i P(D|-S)= HP w;|=S)
Korzystajac ze wzoru (6), mozemy powyzszy rezultat zapisa¢ jako

P(S|D) = gHP i P(=S|D) = P(D HP
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Naiwny klasyfikator bayesowski

Przyktad: klasyfikacja dokumentu

Dzielac jeden przez drugi otrzymujemy:

P(5)
260 I P(wilS)

P(=SID) ~ p(-S|D) = ﬂs)np(w,yﬁS)

wynik ten mozna przedstawi¢ w postaci

(5|D o P(WI‘S
P(=S|D) ﬁS) H P(w;|=S)
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Naiwny klasyfikator bayesowski

Przyktad: klasyfikacja dokumentu

W ten sposéb, prawdopodobienstwo stosunku P(S|D)/P(=S|D)
moze by¢ wyrazone jako stosunek prawdopodobienstw. Biezace
prawdopodobienistwo P(S|D) mozna obliczy¢ jako
log(P(S|D)/P(—=S|D)), korzystajac z wtasnosci, ze

P(S|D) + P(=S|D) = 1.

Otrzymujemy wiec:

PESID) _, P(S) P(wiS)
"PsD) " PE-s) T 2" Plwl9)
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Naiwny klasyfikator bayesowski

Przyktad: klasyfikacja dokumentu

Teraz mozemy sklasyfikowa¢ dany dokument. Jest to spam, jesli

P(S|D)

" p(~sID)

>0

W innym wypadku dokument spamem nie jest.
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Whioskowanie statystyczne

Whioskowanie statystyczne sprowadza sie do weryfikowania pewnych hipotez
formufowanych na podstawie zatozonego modelu teoretycznego.Obejmuje nastepujace
czynnosci:
@ Sformutowanie hipotezy zerowej i hipotezy alternatywnej.
@ Ustalenie poziomu istotnosci.
@ Wybdr statystyki do weryfikacji hipotezy Hp i ustalenie obszaru krytycznego
(wartosci krytycznych).
@ Obliczenie wartosci statystyki w prébie.
@ Sformutowanie wnioskéw (weryfikacja hipotezy Hp) przez poréwnanie wartosci
obliczonej statystyki z wartosciami krytycznymi; bedzie to jeden z dwéch
whnioskéw:

@ odrzuca sie hipoteze zerowa i za prawdziwg uznaje sie hipoteze
alternatywna,
@ nie ma podstaw do odrzucenia Hg (co nie oznacza jej przyjecia).
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Whioskowanie statystyczne

W rozwijanych statystycznych modelach wnioskowania bardzo
czesto wykorzystuje sie twierdzenie Bayesa, bedace podstawa teorii
podejmowania decyzji i metody weryfikacji hipotez statystycznych.
Baza wiedzy takich systeméw jest zbiorem stwierdzen i relacji o
pewnym wycinku $wiata rzeczywistego, ktérej ona dotyczy.
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Whioskowanie statystyczne

Klasyfikacja bayesowska

Klasyfikacja bayesowska, to metoda budowy systemu ekspertowego, w ktérej wiedza
przedstawiona jest & priori z warunkowymi prawdopodobienstwami i funkcjami
wyrdzniajacymi, a wnioskowanie polega na liczeniu nastepnych prawdopodobienstw
oraz liczeniu wyrézniajacej cechy. Mechanizm wnioskowania wykorzystujacy
twierdzenie Bayesa polega na obliczaniu prawdopodobiernistwa kazdego mozliwego
wyniku, gdy znany jest dany konkretny przypadek. Wada tej metody jest fakt, ze
wymaga ona znajomosci dokfadnych wartosci lub rozktadéw prawdopodobienstw
pojawienia sie parametréw zjawiska, czyli problemu bedacego przedmiotem rozwazan.
Innym problemem jest to, ze nalezy dokona¢ pewnych nierealistycznych zatozen - na
przyktad w klasyfikacji bayesowskiej wymagane wyniki, np. rozpoznawania, musza sie
wzajemnie wykluczaé. Niestety w wielu przypadkach moga wystepowa¢ liczne podobne
wyniki (np. w diagnostyce: pacjent moze mie¢ wiele choréb). Innym zatozeniem, co
prawda niewymaganym przez twierdzenie Bayesa, ale wymuszonym przez praktyke, jest
statystyczna niezalezno$¢ cechy problemu.
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Whioskowanie statystyczne

Klasyfikacja bayesowska

W bardzo wielu dziedzinach zastosowan cechy problemu nie s3
niezalezne, wiec zatozenie to moze znacznie obnizy¢ skutecznosé
systemu. Kolejna wada wiekszosci systeméw statystycznych jest to,
ze przed zastosowaniem systemu trzeba posiada¢ wszystkie istotne
informacje o danym przypadku. Moze to sie okazaé nierealne.
Jednak w uzasadnieniu wyzej wymienionych wad systemy oparte
np. na statystycznej klasyfikacji obrazéw bardzo dobrze nadaja sie
tam, gdzie wiedza jest niepetna badz niepewna. Ze wzgledu na
czesta niepewnos¢ systemy oparte na tej metodzie wydaja sie by¢
bardzo przydatne, jesli nie niezbedne.
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Whioskowanie statystyczne

Sieci Bayesa

Koncepcja sieci Bayesa wynika wprost z koncepcji
prawdopodobieristwa warunkowego. Jak sie okazuje w rzeczywistym
Swiecie jest wiele sytuacji w ktérych wystapienie jakiego$ zdarzenia
Scisle zalezy od innego zdarzenia. Zastosowanie sieci Bayesa
pozwala na unikniecie obliczen o duzej ztozonosci — obliczenie
jednego prawdopodobieristwa a posteriori taczy sie z uprzednim
obliczeniem wykorzystywanych prawdopodobienstw.
Sieci Bayesa stuza do przedstawiania niepewnosci wiedzy.
Niepewnos¢ wiedzy uzywanej zawartej w systemach ekspertowych
moze mie¢ wiele czynnikéw:

@ niepewnos¢ ekspertéw dotyczaca ich wiedzy

niepewnos¢ tkwigca w modelowanej dziedzinie

o
@ niepewnosc¢ inzyniera probujacego przettumaczyé wiedze
o

niepewnos¢ wynikta z doktadnosci dostepnej wiedzy

R R RS SEEEEREESEEERRERE
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Whioskowanie statystyczne

Sieci Bayesa

Sieci Bayesa uzywaja teorii prawdopodobienstwa do okreslenia
niepewnosci przez jawne reprezentowanie warunkowych zaleznosci
pomiedzy réznymi czeSciami wiedzy. Pozwala to na intuicyjna
graficzna wizualizacje wiedzy zawierajaca wzajemne oddziatywania
pomiedzy réznymi zrédtami niepewnosci

Sieci Bayesa s3 stosowane w diagnostyce, w rozumowaniu
przebiegajacym od efektéw do przyczyn i odwrotnym. W systemach
ekspertowych sieci Bayesa znalazty zastosowanie w medycynie
(systemy doradcze, ktére rozpoznaja chorobe na podstawie
podawanych objawéw).
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Whioskowanie statystyczne

Koniec?

Koniec wyktadu 2 )
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