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Tematyka wyktadu

e Modelowanie danych (ilosciowe):

e Metody statystyczne: estymacja parametréw modelu,
testowanie hipotez statystycznych

o Analiza dyskryminacyjna

o Problemy decyzyjne i klasyfikatory

Programowanie liniowe i nieliniowe
Modele kolejkowe
Modele Markowa

Modelowanie metodami teorii gier
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Rachunek prawdopodobienstwa

llosciowe i Sciste ujecie losowosci prowadzi do rachunku
prawdopodobiefistwa, a w konsekwencji do budowy modeli
probabilistycznych.

Doswiadczenie losowe

Doswiadczenie nazywamy losowym, jesli pomimo przeprowadzania
go wielokrotnie w zasadniczo identycznych warunkach, nie mozemy
przewidzie¢ pojedynczego wyniku w sposéb pewny, a zbiér
wszystkich mozliwych wynikéw jest znany i moze by¢ okreslony
przed przeprowadzeniem doswiadczenia.
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Rachunek prawdopodobienstwa

Zdarzenie losowe

Przestrzen zdarzen elementarnych S (przestrzer prébkowa) — zbiér
wszystkich mozliwych wynikéw doswiadczenia
losowego

Zdarzenie elementarne — pojedynczy element przestrzeni zdarzen
elementarnych; ozn. A, B, C,...
Zdarzenie — dowolny podzbiér przestrzeni zdarzen

elementarnych, moze by¢ pusty lub obejmowa¢ cata
przestrzen zdarzen elementarnych S
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Rachunek prawdopodobienstwa

Zdarzenie losowe

Rys. 1: S — przestrzen zdarzen elementarnych, A — zdarzenie, A; — zdarzenie
elementarne
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Rachunek prawdopodobienstwa

Rachunek prawdopodobienstwa

Prawdopodobieristwo (miara prawdopodobienstwa)
Prawdopodobiefistwo P(A) zdarzenia A jest liczba rzeczywista o nstp. wiasciwosciach:

© dla kazdego zdarzenia A, A C S, gdzie S — przestrzen zdarzeri
elementarnych

0< P(A)<1

@ cata przestrzen zdarzen elementarnych S stanowi zdarzenie
pewne, a zbiér pusty () stanowi zdarzenie niemozliwe, to

© jesli zdarzenia A;, Ay, As,...wzajemnie sie wykluczaja, to

P(Al UA2UA3U...) = P(A1)+P(A2)+P(A3)+...
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Rachunek prawdopodobienstwa

Rachunek prawdopodobienstwa

Klasyczna definicja prawdopodobiefistwa

Jesli wyniki doswiadczenia losowego sg jednakowo prawdopodobne i wszystkich
mozliwych wynikéw doswiadczenia jest M, to jesli zdarzenie A sktada sie z m
elementéw (czyli m zdarzen elementarnych), to

Uogdlnienie klasycznej definicji prawdopodobienstwa

Jesli przestrzen zdarzen elementarnych sktada sie z N elementéw, czyli

S ={s1,s2,...,5n}, i jesli prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia
elementarnego s; wynosi P(s;), i =1,2,..., N, to dla kazdego zdarzenia A C S
P(A) =" P(s)

si€A

Powyzsze stwierdzenie prawdziwe jest réwniez dla nieskoficzonej, ale przeliczalnej

liczby elementoéw.
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Rachunek prawdopodobienstwa

Permutacje

Zadanie 1

Na ile sposobéw mozna wylosowa¢ 6 biegaczy sposréd 30, i gdy kazdemu

wylosowanemu biegaczowi przypisujemy kolejny numer toru od 1 do 67

Ogodlnie: na ile sposobéw mozna wylosowa¢ po kolei k réznych
obiektéw bez zwracania sposréd n réznych obiektéw (k < n) i gdy
istotna jest kolejnos¢, w jakiej obiekty beda wylosowane?

n!
(n—k)!

Gdy n = k mozemy utworzy¢ n! permutacji n obiektéw.

nn—1)(n—-2)...(n—k+1)=
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Rachunek prawdopodobienstwa

Kombinacje

Zadanie 2

Na ile sposobéw mozna wylosowac po kolei k réznych obiektéw bez
zwracania sposréd n réznych obiektéw (k < n) i gdy nie jest
istotna kolejnos¢, w jakiej obiekty beda wylosowane?

C(n, k) = kl(nnlky - <Z>
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Rachunek prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo warunkowe P(B|A)

QO P(AIA) =1
Q P(B\A) = P(A N B]A)

Prawdopodobienstwo warunkowe zajscia zdarzenia B pod
warunkiem zajécia zdarzenia A dane jest wzorem

P(ANB)

P(BIA) =~
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Zmienne losowe

Zmienne losowe

Zmienna losowa

Zmienna losowa to dowolna funkcja o wartosciach rzeczywistych,
okreslona na zbiorze zdarzen elementarnych S.
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Zmienne losowe

Zmienne losowe

Zmienna losowa dyskretna

Zmienng losowa X nazywamy dyskretna jesli przyjmuje wartosci ze
zboru dyskretnego, czyli albo skonczonego albo przeliczalnego.

Zmienna losowa ciagta

Zmienng losowa X nazywamy ciagta jesli dla pewnej nieujemnej
funkcji £ i dla takich dowolnych liczb a i b, ale takich, ze
—00 < a < b < 400 zachodzi réwnoéé

b
P(agxgb):/f(s)ds

Romuald Kotowski EMM 1



Zmienne losowe

Pomocne definicje

Rozktad prawdopodobienstwa

Rozktad prawdopodobienstwa dyskretnej zmiennej losowej: jakie wartosci i z jakim
prawdopodobienistwem s3 przyjmowane przez zmienng losows;

Funkcja prawdopodobienstwa rozktadu:

p(x) = P(wszystkie x € S takie, ze X(s) = x)

Dystrybuanta

Dystrybuanta funkcji losowej X — funkcja F okreslona dla dowolnego x jako
F(x) = P(X < x) Dla dyskretnej zmiennej losowej dystrybuanta to

Fo)= 3 plx)

Xjix; <x

czyli kumulacja funkcji prawdopodobienstwa
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Zmienne losowe

Pomocne definicje

Whasciwosci dystrybuanty

O jest funkcja niemalejaca
2]

F(x):{l dla x — o

0 dlax— —0

O AF(Y) . Flx)

Y—X0,y>Xo
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Zmienne losowe

Przyktad

Koszykarz wykonuje dwukrotnie rzut osobisty, czyli zbiér zdarzen elementarnych ma
postac
5 ={(0,1),(1,0),(1,1),(0,0)}
przy czym
X((0,1)) =1, X((1,0)) =1, X((1,1)) =2, X((0,0)) =0

czyli jest to pewna funkcja na zbiorze zdarzen elementarnych. Przyjmijmy, ze
prawdopodobiernistwo trafienia w kazdym rzucie wynosi 0.8, wiec

p(0) = P(s € S: X(s) =0) = P((0,0)) = (1 — 0.8) x (1 — 0.8) = 0.04

p(2)=P(s€S: X(s)=2)=P((1,1)) = 0.8 x 0.8 = 0.64

p(1)=P(s€S: X(s)=1) = P((0,1) V (1,0))
=02x08+08x02=0.32

x 0 1 2
p(x) | 0.04 | 0.32 | 064
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Zmienne losowe

Whasciwosci dystrybuanty

1 1 —
0,8 -
3 0 1 2
0,6 - p(x) | 0.04 [ 0.32 | 0.64
0,4 4
—

0,2 4
0

-2 0 1 2 3 1

Rys. 2: Dystrybuanta zmiennej losowej
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Zmienne losowe

Pomocne definicje

Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X

Wartoscia oczekiwana ($rednig) zmiennej losowej X o funkgji
rozktadu prawdopodobieristwa p(-) nazywamy liczbe

k
E(X) = ix = 3 xi p(x)
i=1

gdzie xq, xo, ... — r6zne wartosci zmiennej losowej X, k moze by¢
réwne oco. Wartosé $rednia nie musi byé réwna zadnej faktycznej
wartosci przyjmowanej przez zmienng losowa.
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Zmienne losowe

Pomocne definicje

Mediana ($rednia) zmiennej losowej X nazywamy taka liczbe g s,
ze

F(X)<05dlax<gs A F(X)>05dlax>qos

Moda

Moda nazywamy dowolne maksimum lokalne p(-), czyli taki
dowolny punkt x, ze funkcja prawdopodobieristwa dla wartosci
bezposrednio poprzedzajacej i nastepujacej po x jest mniejsza od
p(x)
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Gestos¢ zmiennej losowej

Gestos¢ zmiennej losowej X

Gestoscig zmiennej losowej X (lub gestoscia jej rozktadu) nazywamy
funkcje f(s) wystepujaca w definicji ciagtej zmiennej losowe;

b
P(agxgb):/f(s)ds
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Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Rys. 3: Zwiazki pomiedzy rozktadami prawdopodobienstwa [1]
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Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Rozktad normalny

Gestos¢ prawdopodobienstwa rozktadu normalnegoN(u, o)

1 N2
fuo = exp<<x M)) —00 < x <0
oV 2 o

gdzie p — wartos¢ oczekiwana, o — Odchylenie standardowe. Jesli
zmienna losowa ma rozktad normalny N(u, o), (X — p)/o) ma
rozktad normalny N(0,1).

Romuald Kotowski EMM 1



Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Rozktad normalny

05+

Rys. 4: Rozktad normalny dla réznych p i o
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Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Rozktad normalny

Funkcja gestosci w rozktadzie normalnym:
@ jest symetryczna wzgledem prostej x = p
@ w punkcie x = 1 osiaga warto$¢ maksymalna
@ ramiona funkgcji maja punkty przegiecia dla x =y — o i
X=pu+o
@ ksztatt funkgji gestosci zalezy od wartosci parametréw p i o.

Parametr p decyduje o przesunieciu krzywej, natomiast
parametr o decyduje o ,smuktosci” krzywe;
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Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Rozktad normalny
Funkcja gestosci rozktadu normalnego ma zastosowanie do tzw.
reguty ,trzech sigma”, ktdra nastepnie rozwinieto na regute ,szes¢
sigma” — stosowana w kontroli jakosci, przede wszystkim w USA
(np. General Electric, General Motors Company)
Reguta ,trzech sigma”
Jezeli zmienna losowa ma rozktad normalny to:

@ 68,3% populacji miesci sie w przedziale (1 — o; u + o)

@ 95,5% populacji miesci sie w przedziale (1 — 20; 1 + 20)

@ 99,7% populacji miesci sie w przedziale (1 — 30; u + 30)
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Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Rozktad normalny

W celu obliczenia prawdopodobiefstwa zmiennej X w rozktadzie normalnym o
dowolnej wartosci oczekiwanej p i odchyleniu standardowym o dokonuje sie
By otrzymujemy rozkfad

standaryzacji, wprowadzajac nowg zmienng u =
N(0,1).

P(a<x<b):P(a_“<X_“§b_“>
g g g

:P(a*“<u§b*“):

SCORIES

gdzie ¢ — stablicowane wartosci dystrybuanty standaryzowanego rozktadu
normalnego.
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Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Rozktad normalny

Whasnosci dystrybuanty standaryzowanego rozktadu normalnego
(wynik Centralnego Twierdzenia Granicznego):

P(U < u) = ¢(u)

P(U < —u) = ¢(—u) =1 = ¢(u)
PU>u)=1—-PU<u)=1-¢(uv)
P(U > —u) = ¢(u)
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Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Rozktad normalny

1.2

1

0.8

0,6

04

0,2

0 T t t t +

-0,2

Rys. 5: Wykres dystrybuanty rozktadu normalnego
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Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Rozktad normalny: Przyktad

Wzrost kobiet w pewnej populacji ma rozktad normalny N(165,15).
Oznacza to, iz zmienna losowa, jaka jest wzrost kobiet, ma rozktad
normalny ze Srednig réwna p = 165 cm i odchyleniem
standardowym réwnym o = 15 cm.

Jaki jest udziat w populacji kobiet o wzroscie:

a) do 160 cm

X — 165 _ 160 — 165
15 — 15
$(—0.33) =1 — ¢(0.33) = 1 — 0.6293 = 0.3707

P(X < 160) = P < = P(U< 033 :)
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Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Rozktad normalny: Przyktad c.d.

b) w przedziale 165 — 170 cm

165 — 165 X — 165 _ 170 — 165
P(165 < 170) = P < < < ) _

5 ~ 15 ~— 15
P(0 < U < 0.33 = ¢(0.33) — ¢(0) = 0.6293 — 0.5 = 0.1293

c) powyzej 175 cm

165 _ 175 — 165
5 15
1— P(U<0.67)=1—¢(0.67) = 1 — 0.748571 = 0.251429

P(X>175):P<X_1 >:P(U>0.67):
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Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Rozktad logarytmiczno-normalny

Jezeli logarytm zmienne] losowej ciagtej ma rozktad normalny, to
mowimy, ze ta zmienna losowa ma rozktad logonormalny opisany
funkcja:

f(lnx) _ 1 InX—NInx)2>

(
_ 3 <_
X0\ xV 2T 202

Woyznaczenie parametréw rozktadu logarytmiczno - normalnego,
czyli: wartosci oczekiwanej, wariancji, odchylenia standardowego
jest bardzo skomplikowanie numerycznie i w praktyce nie da sie tego
zrobi¢ bez uzycia komputera i odpowiedniego oprogramowania.
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Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Rozktad Poissona

Rozktad Poissona — rozktad dyskretny przedstawiajacy liczbe
wystapien zjawiska w czasie t, w okreslonej liczbie préb, jesli
wystapienia te sg niezalezne od siebie. Rozktad ma zastosowanie do
obliczenia przyblizonej wartosci prawdopodobienstwa w rozktadzie
dwumianowym przy duzej liczbie préb i niskim
prawdopodobienstwie sukcesu.

Rozktad Poissona jest okreslany przez jeden parametr A, ktéry ma
interpretacje wartosci oczekiwanej. Parametr ten jest réwny
prawdopodobieistwu uzyskania sukcesu w pojedynczej prébie
pomnozony przez liczbe prob.
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Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Parametry rozktadu Poissona 1

Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa

g
p(k) = —

dla A € (0, 00)

Dystrybuanta
M(lk+1],2)

k]!

gdzie I'(x,y) — niekompletna funkcja gamma
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Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Parametry rozktadu Poissona 2
Mediana

Mody
LI TA—1
gdzie A jest catkowite

Wariancja A

Wspétczynnik skosnosci A\ ~1/2

1
: ot A
gdzie pq — czwarty moment centralny, o — odchylenie standardowe
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Kurtoza — miara sptaszczenia rozktadu Kurt = M—j —3=




Funkcje rozktadu

Funkcje rozktadu

Parametry rozktadu Poissona 3

Entropia
2 A< In(k!)
-2
AM1—In))+e ZT
k=0
Entropia dla duzych A:
1 1 1 19
- - - 1/x4
3 108(2meA) = 1% ~ oz ~ 368 + O/

Funkcja generujaca momenty exp(A(e! — 1))

Funkcja charakterystyczna exp(A(et — 1))
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Funkcje rozktadu

Literatura

[1] R. Wieczorkowski, R. Zielinski, Komputerowe generatory liczb
losowych, WNT, 1997 J
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Funkcje rozktadu

Koniec wyktadu 1 J
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