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Wst¦p

Tematyka wykªadu

Modelowanie danych (ilo±ciowe):

Metody statystyczne: estymacja parametrów modelu,

testowanie hipotez statystycznych

Analiza dyskryminacyjna

Problemy decyzyjne i klasy�katory

Programowanie liniowe i nieliniowe

Modele kolejkowe

Modele Markowa

Modelowanie metodami teorii gier
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Losowo±¢

Ilo±ciowe i ±cisªe uj¦cie losowo±ci prowadzi do rachunku
prawdopodobie«stwa, a w konsekwencji do budowy modeli
probabilistycznych.

Do±wiadczenie losowe

Do±wiadczenie nazywamy losowym, je±li pomimo przeprowadzania
go wielokrotnie w zasadniczo identycznych warunkach, nie mo»emy
przewidzie¢ pojedynczego wyniku w sposób pewny, a zbiór
wszystkich mo»liwych wyników jest znany i mo»e by¢ okre±lony
przed przeprowadzeniem do±wiadczenia.
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Zdarzenie losowe

Przestrze« zdarze« elementarnych S (przestrze« próbkowa) � zbiór
wszystkich mo»liwych wyników do±wiadczenia
losowego

Zdarzenie elementarne � pojedynczy element przestrzeni zdarze«
elementarnych; ozn. A, B , C ,. . .

Zdarzenie � dowolny podzbiór przestrzeni zdarze«
elementarnych, mo»e by¢ pusty lub obejmowa¢ caª¡
przestrze« zdarze« elementarnych S
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Zdarzenie losowe

Rys. 1: S � przestrze« zdarze« elementarnych, A � zdarzenie, Ai � zdarzenie
elementarne
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Prawdopodobie«stwo (miara prawdopodobie«stwa)

Prawdopodobie«stwo P(A) zdarzenia A jest liczb¡ rzeczywist¡ o nstp. wªa±ciwo±ciach:

1 dla ka»dego zdarzenia A, A ⊂ S , gdzie S � przestrze« zdarze«
elementarnych

0 ≤ P(A) ≤ 1

2 caªa przestrze« zdarze« elementarnych S stanowi zdarzenie
pewne, a zbiór pusty ∅ stanowi zdarzenie niemo»liwe, to

P(S) = 1 , P(∅) = 0

3 je±li zdarzenia A1, A2, A3,. . . wzajemnie si¦ wykluczaj¡, to

P(A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ . . .) = P(A1) + P(A2) + P(A3) + . . .
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Klasyczna de�nicja prawdopodobie«stwa

Je±li wyniki do±wiadczenia losowego s¡ jednakowo prawdopodobne i wszystkich
mo»liwych wyników do±wiadczenia jest M, to je±li zdarzenie A skªada si¦ z m
elementów (czyli m zdarze« elementarnych), to

P(A) =
m

M

Uogólnienie klasycznej de�nicji prawdopodobie«stwa

Je±li przestrze« zdarze« elementarnych skªada si¦ z N elementów, czyli
S = {s1, s2, . . . , sN}, i je±li prawdopodobie«stwo zaj±cia zdarzenia
elementarnego si wynosi P(si ), i = 1, 2, . . . ,N, to dla ka»dego zdarzenia A ⊂ S

P(A) =
∑
si∈A

P(si )

Powy»sze stwierdzenie prawdziwe jest równie» dla niesko«czonej, ale przeliczalnej
liczby elementów.

Romuald Kotowski EMM 1



Wst¦p
Rachunek prawdopodobie«stwa

Zmienne losowe
G¦sto±¢ zmiennej losowej

Funkcje rozkªadu

Permutacje

Zadanie 1
Na ile sposobów mo»na wylosowa¢ 6 biegaczy spo±ród 30, i gdy ka»demu

wylosowanemu biegaczowi przypisujemy kolejny numer toru od 1 do 6?

Ogólnie: na ile sposobów mo»na wylosowa¢ po kolei k ró»nych
obiektów bez zwracania spo±ród n ró»nych obiektów (k ≤ n) i gdy
istotna jest kolejno±¢, w jakiej obiekty b¦d¡ wylosowane?

n(n − 1)(n − 2) . . . (n − k + 1) =
n!

(n − k)!

Gdy n = k mo»emy utworzy¢ n! permutacji n obiektów.
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Kombinacje

Zadanie 2

Na ile sposobów mo»na wylosowa¢ po kolei k ró»nych obiektów bez
zwracania spo±ród n ró»nych obiektów (k ≤ n) i gdy nie jest
istotna kolejno±¢, w jakiej obiekty b¦d¡ wylosowane?

C (n, k) =
n!

k!(n − k)!
=

(
n

k

)
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Prawdopodobie«stwo warunkowe P(B|A)

Postulaty

1 P(A|A) = 1

2 P(B|A) = P(A ∩ B|A)

Wniosek

Prawdopodobie«stwo warunkowe zaj±cia zdarzenia B pod
warunkiem zaj±cia zdarzenia A dane jest wzorem

P(B|A) =
P(A ∩ B)

P(A)
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Zmienne losowe

Zmienna losowa

Zmienna losowa to dowolna funkcja o warto±ciach rzeczywistych,
okre±lona na zbiorze zdarze« elementarnych S .
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Zmienne losowe

Zmienna losowa dyskretna

Zmienn¡ losow¡ X nazywamy dyskretn¡ je±li przyjmuje warto±ci ze
zboru dyskretnego, czyli albo sko«czonego albo przeliczalnego.

Zmienna losowa ci¡gªa

Zmienn¡ losow¡ X nazywamy ci¡gª¡ je±li dla pewnej nieujemnej
funkcji f i dla takich dowolnych liczb a i b, ale takich, »e
−∞ ≤ a < b ≤ +∞ zachodzi równo±¢

P(a ≤ X ≤ b) =

b∫
a

f (s) ds
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Rozkªad prawdopodobie«stwa

Rozkªad prawdopodobie«stwa dyskretnej zmiennej losowej: jakie warto±ci i z jakim
prawdopodobie«stwem s¡ przyjmowane przez zmienn¡ losow¡;

Funkcja prawdopodobie«stwa rozkªadu:

p(x) = P(wszystkie x ∈ S takie, »e X (s) = x)

Dystrybuanta

Dystrybuanta funkcji losowej X � funkcja F okre±lona dla dowolnego x jako
F (x) = P(X ≤ x) Dla dyskretnej zmiennej losowej dystrybuanta to

F (x) =
∑

xi :xi≤x
p(xi )

czyli kumulacja funkcji prawdopodobie«stwa
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Wªa±ciwo±ci dystrybuanty

1 jest funkcj¡ niemalej¡c¡

2

F (x) =

{
1 dla x →∞
0 dla x → −∞

3
∧
x0

F (y) −→
y→x0,y>x0

F (x0)
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Przykªad

Koszykarz wykonuje dwukrotnie rzut osobisty, czyli zbiór zdarze« elementarnych ma
posta¢

S = {(0, 1), (1, 0), (1, 1), (0, 0)}

przy czym

X ((0, 1)) = 1 , X ((1, 0)) = 1 , X ((1, 1)) = 2 , X ((0, 0)) = 0

czyli jest to pewna funkcja na zbiorze zdarze« elementarnych. Przyjmijmy, »e
prawdopodobie«stwo tra�enia w ka»dym rzucie wynosi 0.8, wi¦c

p(0) = P(s ∈ S : X (s) = 0) = P((0, 0)) = (1− 0.8)× (1− 0.8) = 0.04

p(2) = P(s ∈ S : X (s) = 2) = P((1, 1)) = 0.8× 0.8 = 0.64

p(1) = P(s ∈ S : X (s) = 1) = P((0, 1) ∨ (1, 0))

= 0.2× 0.8 + 0.8× 0.2 = 0.32

x 0 1 2
p(x) 0.04 0.32 0.64
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Rys. 2: Dystrybuanta zmiennej losowej
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Warto±¢ oczekiwana zmiennej losowej X

Warto±ci¡ oczekiwan¡ (±redni¡) zmiennej losowej X o funkcji
rozkªadu prawdopodobie«stwa p(·) nazywamy liczb¦

E (X )
.

= µX =
k∑

i=1

xi p(xi )

gdzie x1, x2, . . . � ró»ne warto±ci zmiennej losowej X , k mo»e by¢
równe ∞. Warto±¢ ±rednia nie musi by¢ równa »adnej faktycznej
warto±ci przyjmowanej przez zmienn¡ losow¡.
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Mediana

Median¡ (±redni¡) zmiennej losowej X nazywamy tak¡ liczb¦ q0.5,
»e

F (X ) ≤ 0.5 dla x < q0.5 ∧ F (X ) ≥ 0.5 dla x > q0.5

Moda

Mod¡ nazywamy dowolne maksimum lokalne p(·), czyli taki
dowolny punkt x , »e funkcja prawdopodobie«stwa dla warto±ci
bezpo±rednio poprzedzaj¡cej i nast¦puj¡cej po x jest mniejsza od
p(x)
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G¦sto±¢ zmiennej losowej X

G¦sto±ci¡ zmiennej losowej X (lub g¦sto±ci¡ jej rozkªadu) nazywamy
funkcj¦ f (s) wyst¦puj¡c¡ w de�nicji ci¡gªej zmiennej losowej

P(a ≤ X ≤ b) =

b∫
a

f (s) ds
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Rys. 3: Zwi¡zki pomi¦dzy rozkªadami prawdopodobie«stwa [1]
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Rozkªad normalny

G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa rozkªadu normalnegoN(µ, σ)

fµσ =
1

σ
√
2π

exp

(
−
(
x − µ
σ

)2
)

−∞ < x <∞

gdzie µ � warto±¢ oczekiwana, σ � 0dchylenie standardowe. Je±li
zmienna losowa ma rozkªad normalny N(µ, σ), (X − µ)/σ) ma
rozkªad normalny N(0, 1).
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Rys. 4: Rozkªad normalny dla ró»nych µ i σ

Romuald Kotowski EMM 1



Wst¦p
Rachunek prawdopodobie«stwa

Zmienne losowe
G¦sto±¢ zmiennej losowej

Funkcje rozkªadu

Funkcje rozkªadu

Rozkªad normalny

Funkcja g¦sto±ci w rozkªadzie normalnym:

jest symetryczna wzgl¦dem prostej x = µ

w punkcie x = µ osi¡ga warto±¢ maksymaln¡

ramiona funkcji maj¡ punkty przegi¦cia dla x = µ− σ i
x = µ+ σ

ksztaªt funkcji g¦sto±ci zale»y od warto±ci parametrów µ i σ.
Parametr µ decyduje o przesuni¦ciu krzywej, natomiast
parametr σ decyduje o �smukªo±ci� krzywej
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Rozkªad normalny

Funkcja g¦sto±ci rozkªadu normalnego ma zastosowanie do tzw.
reguªy �trzech sigma�, któr¡ nast¦pnie rozwini¦to na reguª¦ �sze±¢
sigma� � stosowan¡ w kontroli jako±ci, przede wszystkim w USA
(np. General Electric, General Motors Company)
Reguªa �trzech sigma�

Je»eli zmienna losowa ma rozkªad normalny to:

68,3% populacji mie±ci si¦ w przedziale (µ− σ;µ+ σ)

95,5% populacji mie±ci si¦ w przedziale (µ− 2σ;µ+ 2σ)

99,7% populacji mie±ci si¦ w przedziale (µ− 3σ;µ+ 3σ)
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Rozkªad normalny

W celu obliczenia prawdopodobie«stwa zmiennej X w rozkªadzie normalnym o
dowolnej warto±ci oczekiwanej µ i odchyleniu standardowym σ dokonuje si¦

standaryzacji, wprowadzaj¡c now¡ zmienn¡ u =
x − µ
σ

i otrzymujemy rozkªad

N(0, 1).

P(a < X < b) = P

(
a− µ
σ

<
X − µ
σ

≤ b − µ
σ

)
= P

(
a− µ
σ

< u ≤ b − µ
σ

)
=

= φ

(
b − µ
σ

)
− φ

(
a− µ
σ

)
gdzie φ � stablicowane warto±ci dystrybuanty standaryzowanego rozkªadu
normalnego.
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Wªasno±ci dystrybuanty standaryzowanego rozkªadu normalnego
(wynik Centralnego Twierdzenia Granicznego):

P(U ≤ u) = φ(u)

P(U ≤ −u) = φ(−u) = 1− φ(u)

P(U > u) = 1− P(U ≤ u) = 1− φ(u)

P(U > −u) = φ(u)

Romuald Kotowski EMM 1



Wst¦p
Rachunek prawdopodobie«stwa

Zmienne losowe
G¦sto±¢ zmiennej losowej

Funkcje rozkªadu

Funkcje rozkªadu

Rozkªad normalny

Rys. 5: Wykres dystrybuanty rozkªadu normalnego
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Rozkªad normalny: Przykªad

Wzrost kobiet w pewnej populacji ma rozkªad normalny N(165, 15).
Oznacza to, i» zmienna losowa, jak¡ jest wzrost kobiet, ma rozkªad
normalny ze ±redni¡ równ¡ µ = 165 cm i odchyleniem
standardowym równym σ = 15 cm.
Jaki jest udziaª w populacji kobiet o wzro±cie:
a) do 160 cm

P(X ≤ 160) = P

(
X − 165

15
≤ 160− 165

15
= P(U ≤ −0.33 =

)
φ(−0.33) = 1− φ(0.33) = 1− 0.6293 = 0.3707
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Rozkªad normalny: Przykªad c.d.

b) w przedziale 165− 170 cm

P(165 ≤ 170) = P

(
165− 165

15
≤ X − 165

15
≤ 170− 165

15

)
=

P(0 < U ≤ 0.33 = φ(0.33)− φ(0) = 0.6293− 0.5 = 0.1293

c) powy»ej 175 cm

P(X > 175) = P

(
X − 165

15
<

175− 165

15

)
= P(U > 0.67) =

1− P(U ≤ 0.67) = 1− φ(0.67) = 1− 0.748571 = 0.251429
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Rozkªad logarytmiczno-normalny

Je»eli logarytm zmiennej losowej ci¡gªej ma rozkªad normalny, to
mówimy, »e ta zmienna losowa ma rozkªad logonormalny opisany
funkcj¡:

f (ln x) =
1

xσln x
√
2π

exp

(
−(ln x − µln x)2

2σ2ln x

)
Wyznaczenie parametrów rozkªadu logarytmiczno - normalnego,
czyli: warto±ci oczekiwanej, wariancji, odchylenia standardowego
jest bardzo skomplikowanie numerycznie i w praktyce nie da si¦ tego
zrobi¢ bez u»ycia komputera i odpowiedniego oprogramowania.
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Rozkªad Poissona

Rozkªad Poissona � rozkªad dyskretny przedstawiaj¡cy liczb¦
wyst¡pie« zjawiska w czasie t, w okre±lonej liczbie prób, je±li
wyst¡pienia te s¡ niezale»ne od siebie. Rozkªad ma zastosowanie do
obliczenia przybli»onej warto±ci prawdopodobie«stwa w rozkªadzie
dwumianowym przy du»ej liczbie prób i niskim
prawdopodobie«stwie sukcesu.
Rozkªad Poissona jest okre±lany przez jeden parametr λ, który ma
interpretacj¦ warto±ci oczekiwanej. Parametr ten jest równy
prawdopodobie«stwu uzyskania sukcesu w pojedynczej próbie
pomno»ony przez liczb¦ prób.
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Parametry rozkªadu Poissona 1

Funkcja rozkªadu prawdopodobie«stwa

p(k) =
e−λλk

k!

dla λ ∈ (0,∞)

Dystrybuanta
Γ(bk + 1c, λ))

bkc!
gdzie Γ(x , y) � niekompletna funkcja gamma
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Parametry rozkªadu Poissona 2

Mediana

≈ bλ+
1

3
− 0.02

λ
c

Mody

biλc i λ− 1
gdzie λ jest caªkowite

Wariancja λ

Wspóªczynnik sko±no±ci λ−1/2

Kurtoza � miara spªaszczenia rozkªadu Kurt =
µ4
σ4
− 3 =

1

λ
gdzie µ4 � czwarty moment centralny, σ � odchylenie standardowe
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Funkcje rozkªadu

Parametry rozkªadu Poissona 3

Entropia

λ(1− lnλ) + e−λ
∞∑
k=0

λk ln(k!)

k!

Entropia dla du»ych λ:

1

2
log(2πeλ)− 1

12λ
− 1

24λ2
− 19

36− λ3
+ O(1/λ4)

Funkcja generuj¡ca momenty exp(λ(et − 1))

Funkcja charakterystyczna exp(λ(e it − 1))
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Koniec?

Koniec wykªadu 1
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